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| Ly
Differentiationet

Dans vos ¢mdes precedentes de fonctions , vons avez émdi¢ les fonctions explicites d'une variable sous
la formey = f (x) , des opérations sur les fonctions et leur compose. Vous avez déja ¢tudie la dérivabilite
de Ia fonction continue sur un ensemble de définition. Vous pouvez déterminer la derivee premiere des
fonctions algcbriques et des fonctions trigonometriques.

Dans eetie uniteé,on continue les emdes des la dérivation des fonctions trigonometriques ct des fonctions
dont on ne pent pas séparer ses variables car les variables reliant par une relation implicite on par un
parametre, Ce qui nécessite I'étude  d'autre methode de la derivation comme la dérivation implicite et
la dé&ivation paramétrique qui dépend en chéne. On chérche aussi la derivée de la fonction dérivee (la
dérivee seéconde) a I'étude de la dérivation sucsessive qui nous pérmet d'émdier plusienrs applications de
la vie.

Dans cette nnité on s'interesse des applications importentes de la dérivée dans plusieurs donmines, sportif,
phisique, économique, biologique, de 'étude des équations de la tangente et de la normale de la courbe et
la dérivation lice au temps qui nous aident a symboliser et résoudre les problémes.

fo — SRR s T
:TJ,EJ Objectifs de l'unité t - : c ,-d-l

Alissue de cette unite, I'eleve doit étre capable de:

£ Déternuner la dénvées des fonchons £ Détermuner les équation de la tangente et de fa
MepnOmMEINqUES B0 X | 00BC X L COlg X nermale d'une courbe en |'un de s pomts

£ Détermuner Ia dénvee des fonctons(explioite — £ Détermuner la dénvee lide au temps(le tand ef se5
implictte — parametngue) applizations phisques

& Deétermruner la dénvée suceésn ves (premere et & Bymboliger les problémes de 12 vie st

deuxieme) de detlirentss fonehons et comhent ECOnonmgues
les représeniter

— = T s ey s




< Derivation
T Derivee premiére
= Fonction trigonomatrigue

¢ Fonction explicite

2 Fonction implicite

intermédiaire (Parameétre)

< Dérivation implicite

¢  Dérivation paramétrique

Derivees successives

:  Coefficient directaur [pente) de la tangente
Equation de |z tangente

¢ Equation de la normale

: Taux

< Taux liés

: 5 Aides

pédagogiques

Calculatrice graphique

= Ordinateur avec des logiciels de

graphisme

Derivation et ses applications

~

Lecon (1- 1)  Dérivation des fonctions trigonometriques
lecon (1-2% Derivationd noe fonction implicite ou parangtrique
Tecon(1-3% Derivation successive d une fonction
Lecon (1-4) Egquations de la tangente et de la normale d’une
courbe
\_]'_ngou (1-5) Dérivation des fonctions liées au teinps i

Organigramme de l'unité N

~ Derlvation desfonction triganemétrigues  Applications de & dérivation

—> dervallon dunefonclion Implicite [

}

s Darivallon parameliigue

Equations de |a Derivalion des

. langente el dela fonctions
s — normale dune courba llsesautemps
— Darlvation sliceassive {
|
Applleations
1 o

Bloleglyues phislgues geomelrigues




Déterminer la dérlvee :

S f[x) =cotgx

iy

flx) =stcx

o ffx) =cosecx

EP Yocabulaires

Fanction

frigonoméetrique

¢ Dérivés
: cotgx
s osecx
S oraseC X
(7 ) Aides pédagogiques
Calcilatrice scientifique
Logiciels graphiques
{h | ld
d fas R Zern
2" (neR) px -l
sinx (A cosx
cosx (X" - sinx
A (0| see? x

Avant - propos:

Vous avez déja éudié la dérivation de quelques fonctions
trigonométrigues. Dans cetle legon, on Fail rappeler des notions de base
pour savoir la dérivation d autres fonetions tigonométriques.

@ Réfléchissez et discutez

Vious saver que le tax de varation de la loncton [ au point (@ ; [{a))

_m a1
h—0 ~h

derivee de | an méme poinl gui est noté | '(x) el aussi L penle de la

tel que i limite existe el ¢'esl ausst la premiere

Lmgent i i conrhe de Tan pomt G, a)y=1" (a)
De la figure ¢i — contre © discutez la dérivabilité de la fonction fen :

x=eg; ax=a; x=h v} ,1/
xe |a;hl ,xea;:b] | . 47
L~ /(j'
Remarguez gue : e &
AT TS A
L pente de Lt ngente est | | ?{.,i,_‘». y=fixi J“—-v_nl,.'_!—
définie en tout point de la /" ! | L) |
courhe saul en / i : ! |:
x=b;x=¢,alors oy :'.Il 1', = i

1= La fonction | n'est pas continue en x = e, alory elle n'est pus
dérivable en ¢.

2- Lafonction f est dérivable en x = a. parce que T' (i) existe

3- Lafonction t n'est pas dérivable en x = b. parce que la dérivéc a
droite
f{b7) # la dérivée A gauche f'(b)

4- Lafonction f est dérivable sur Uintervalle] a 2 b [sila dérivée de la
fonction en tout point de I'intervalle existe.

5- La fonction f qui est définie sur intervalle [a ; b est dérivable sur
cel intervalle si el seulement si f'(_;lJr} el ['(brpexistent et la fonction
est dérivable sur |'intervalle ouvert Ja b [

Rappel : régle de la dérivation

1- i]ﬂ lixijl=al"(x).as R
il
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

% [f(x) + 2(x)] = ' (x) £ g'(x)

3- %[ﬂx) g(x)]=f(x) » 2" (x) + 2(x) * ' (%)

4- Q1. e@-I'® KDL® o920
dx o(x) [e(=) )

5i v =f(z) est dérivable par rappont a z z= g (X) est dérivable par apport ax
alors y = f [2 (x%)] est dérivable par rapport ax

ets -t =" g - [Dérivation en chaine]
d
cad s~ f[200]= " [2:0] '8’ (0

Si f est une fonction dérivable par rapport a X n est un nombre réel |

alors: % [F) I =n[{0F 1+ f(x)

o — r d ., P 1 dx
b — i & n — + Il
iy =R(x), alors (V) =1ny i

ie| Apprendre \ >-\ !
\

1 - La dérivée de la fonction cotangente
Siy=cogxouxeR x#0wl nez |t N3

=

d o
alors; E(cotgx) = - COSEC” X

I‘El'l'lal"(lll'EZ (|ll[-.': ‘ 11|
|
d 1 d 2 |
WAl B sy \‘ | |
d= dt @n=x d=s  sin=x A
snx*(-snx)-cosx ¥cosx 1 - y=cotgx
- 5 == _ = - cosec
(sin =)y (sin=)~
La dérivée de la fonction sécante 'k}» i }: ‘ \ /
! | !
Siy=secxou: ) i
R e @t D _ \q._./ _|L ) :\1»/
A e " ;2

[}

alors:
%(secx):secxtmlx i justifiez) /‘ \

misrforprinting Livre da | aléve - 3°¢ Secondalrs




1-1 Dérivation des fonctions trigonométriques

3- La dérivée de la fonction cosécante :

Siy = cosecx on ¥ 1

xR , x#07,neZ

e
=

d o
Alors : — (cosec X) = - cosec X colg X justifiez &
dx L]

@ Exemple ‘ /.\

:1* Détenujnﬂz%dam ce qui suit : y=coseex
a y=3x’+4cogx b y=3secx-Stanx
c y:xacqsecx d.y:ﬂ
l+eoe=x
> solution
a d.g = 3x5x%+4(emsecr®) = 5% -4 caec x
X
b :__y = 3(secxtanx) -5 sec x = secx [3tanx -5 secx]
a8
c-% = 3 X cosecx + X (- cosecx colg X) = X cosecX [3 - X coig X]
i g
q)dy _  (L+cotgx) (cac=x) - (1 - cotx) (- csex)
dx (1 + cotg )"
csc"‘x[._]_+cotgx+]_—cotgxl B 2 cosec - x
(1 + cotg x) (1 + cotg x)°
ﬂ!suyaz de résoudre

< dy

\J:' Déterminez 7 siy est égale a:

a 2sinx - 3eotgx blcox + 4secx

€ secxfanx d ' cosec X cotg X

= sec = i 1l - comex

1 + seex 1 4 cosex
Exemple
5, Dé&terminez d—(hy dans ce quisuit :

aly =sece(5x+2 by = cotg(ecs3x)

€'y = cosec™ (1 +3x) dy=0 -2cotgx’

Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral




Unité 1: Differentiation et ses Applications

£ Solution

a -ry=sec(5x+2) posons z=5x+2

e
LI"

. dy
HIOHF:SECZ OIIE:SBCZ['EII]Z

dy dy dz . X

oA = ¥ e T régle de chaine

S [reg! |

.'.%:SECZIEIIZJ-5:5560(5:‘{-{—3)tan(51+2)
b4

€ Autre méthode
"'%fﬁ@]: f* fg(x)] * 2'(x)

. dy

- ~seSxe DG x+2) L Gx+2)
d= d=

=5sec(5x+ 2Dtan(5 x4+ 2)

b y=cote (cos 3x)

dy A o d -
d-‘_—cscr(ms:x)g(ms:x) )
—-cosec-(cos3x )~ [-sin3x=3]=3sin3xcsc (cos3 R

¢ y=coec- (1+3%x)
. dy

e =2 cosec(l + 331) «-ecmec( 1+ jx':') cotg{ 1+ 3}:2) <O X

—=- 12x cotg (1 + 3x°) cs¢ (1+3 %)
d y=(3-2colgx)’
d_dizi('j -2 cote %" % -2 (-cs¢ X)=6cosec x(3-2 cotg x)°

E Essayez de résoudre

(13: Déerminez % siy est écalea:
a cotg (%= + 3) b'secd <-2
¢ sin(cosec3 x°) d 3sec2x+2cEmecd x
e _cmwec  (2x+ M) f xzsecé

misrforprinting Livre da | aléve - 3°¢ Secondalrs




1-1 Dérivation des fonctions trigonométriques

g,.; Exercises 1-1

Sif ; g ; h sont trois fonctions dérivables par rapport a x , complétez ce qui
suit: En utilisant les valeurs indiquées au tableau :

Dh(®=3f0-29x  alos k()= — T
Q)@= B+g®] alosh(2)= fx) -1 | 4
5; hixm=fx+[gx+2] alosh(l)= 2(x) a 1
- fix) 1 5
() h(x = flg ()] alors h' (1) = 2 -

a(x) - =3
G h®=gB3x-fix) alors I (2) =
:5) h(x) =[x+ 2 (0] alos ' (1) =
Déeterminez ‘% dans ce qui suit :
&:.'}r:xi -23ecx .ia;y:cosec(g—ix} ({) }':ccxg()r-%)
P 2 1 N :
10, y=rtan( cotg x) 1) y=(1+cotgx)- 12) y = cosec (77 - 2x)
i.’})yzoosﬂx—Smthx i_-l}y:tszsx—oosecﬁx i.:?jl}r:siuiﬁx+ se X.
fe) y=secxtan2x i7) y=coig’ y = i8) y = cosec” ( 1+ x2)
'iE:J}i=3SEC:(ZX+ﬂ') i'_]:'yzﬁ"l-l-cnsecx Q_L,\l }':XZ cofg 3 x
. . ooy 1 2y . cote3dx N, l-seesx
Qy=Comeen oy’ Why=—7Tr= W=t ax

Répondez aux questions suivantes :
és;\ Siy:cmg%z,z:_?,_‘f x trouvez%enx:l
) X

2133 Siy=+ 5-2z ,z=sec2x Démontrez quey 3 %+ 12=0 enx:%
=

@) Déterminez 1a peute de latangente a la courbe de la fonction [ oiy = F(x) dans tout ce qui suit;

i
a y=2colgx+ 42 secx enx= "~
b y=3tanx - cosec- X .;:11:;:3T"lr

a 1 Wathematigues Pures Caloul différentiel et Intégral




Dérivationsimplicitelet

o p'urc:.m'e_tnqye

Dérivation implicite

On a déja trouve la dérive d une fonction sows la forme y = f(X) e c’est
une fonction explicite de la variable indépendante x ot on détermine la
valeur de y selon la valeur dex par exemple :

et alos y'=12x>-5

y=4x' -5x+2
mais, si larelation entre y et lavariable x est une relation de x et y ala
fois par exemple :

Xy+y-4=0(1) x+y -9=0(2)

alors chacune des deux équations représente une relation implicite entre
= el y et décrit les coordonnées du point (X ; ¥) de la courbe.

Remarquez que :
1- On peut écrire I'équationx y + y —4 = 0 sous laforme :
y(x+1)=4 Sy=— oitx#-1
x+1
Dans ce cas, la relaion est représentée par une fondion explicite .

I’ensemble des points A
v

S

(% ;y) qui vérifient I' équation

. ) Ly
% + yv= =9, représente un cercle .

dont le centre est ’origine et de

A

rayon 3 unités. Du graphique,

y {x

ZERER

| J

on remarque que la relation x \ /

+y* =9 n'est pas une fonction.
On peut calculer y* =9 - x°

Sy=t4 0. x
Alors on peut définir Ia relation vk
% + y- =9 par deux fonctions (L o 1= |

L\

explicites la premiere

'{ﬁ Apprendre |

Dérivation implicite
¢ Dérivation
paramétrique

@ Vocabulaires
de base

Relation
Fonction explicite

Fonction implicite

£ Paramétre

5 Aides pédagogiaues |

£ Caleulatrice
scientifigue

L

e S
dont I"'ensemble de définition / \
est [-3, 3] ; N'ensemble image = = | - T

est [0 . 3] et dérivable pour tout
xe]-3, 3

misrforprinting
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2 -1 Deérivation implicite et parameétrique

Ladaxieme y=-4/9_x vk %

douf I’ eisemble de definition est [ -3, 3]; I ensemble image est

[-3;0] &t dérivable pour tout x& ]-3 , 3[ i o X
dars laplus par des équations sous forme f{(x ; ¥) =0, on ne \‘}\. //

peut pas déterminer v en fondion de X directement car y e L

1’ est pas ume fonction explicite, mais on peut appeler cette i['-(x:. =-Jo. j

fonction par fonction implicite. T T T 1T 1 %% .

Pour dériver une fonction implicite, on dérve les deux

membres del” équation en respectant larégle de la dérivation en chaine pour obtenir% ol %
Exemple
l'j_} Déterminez o i

alx’+y-Tx+5y=8 bl3xy+y=x>-7

9 solution 0 Rappel

a2 | On remarque que |'équation ne represente pas y directemeit

dy Si y est une fonction

el fondion dex Pour rouver — , on dérive les deux membres
dx en x et dérivable
par rapport ax sachant que y est une fonctiondex et derivable 5.,
SKZ+2'_?d_y—T+5£= il}'?‘"
4 K . i dl _ n' Y =l dY
%(2y+5)=7‘.-3x3 B 7 B

Tdx 2y+5
t.i 3Xy+y =% -7 ondérive les deix membres par rappott ax
d dy
s (Bry)4 2y X =2x%
d.‘t( ¥) o d=x
dy 4 dy
XL 4yxI 42y 2L
dx ¥ 4 d=
-3

=32x

dy - o _ody 2x-3y
— x ) A si ShecERR o ue e T
dx e y dx 3x+2y
ﬂEssaynz de résoudre
N dy ..
) Tromrez_‘ si:
|- d 3 2 n
8 x-5xy+y =4x b Xy+y %=2
Ié"' Exemple
F i - . dy 0
2 Déterminez — si:
dx
al'sin2y=ycos3x b tan2 x+ cotg y=xy¥y

Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral




Unité 1: Differentiation et ses Applications

> Solution
a8 | On dernve les deux membres de I'équation par rapport ax

4 sin2y)y=_9 3
dx(sm y) (h(yccs X)

cos 2 yx".-.ﬁ:y[_ SIn3 X = 3]+0053x[dy]
dy o
I[

d 3ysin3z
2cos2y-cos3x]=-3ysin3x e b

Tds cos3x-2cosly

b | On dérive les deux membres de I'équation par rapport ax
i(tanﬂ X) _‘1 (cotg y) = i(xy}

_.SEC" X= WC“B —YIX——+}?

dx dx

%[x+mcﬁiy]:isec:2x—y : (0 R Ly

dx X+ ety
ﬂEssayez de résoudre
. : dy .
’?} Déterminez > si:
¥, ¢
8 xcosy+yoosx=1 bl3y=sinxcos2y

Remarque: La forme finale de la derivee % aladernvaion implicite contient x e y. Pour cela
=

on trouve des difficultés pour calculer la derivée pour une valeur de X car on a besoin aussi de la

valeur comres pondante de y qui est aussi difficile de la déterminer de la relation initiale.

Dérivation Paramétrique

Si on represente |'abscisse et I"ordonneée du point (x ; ¥) comme nne fonction en troisieme
variable t (qui est appelée paramerre) par les deux équations :

x=f{t) et y= g(t) ou f ef g ont nnensemble de définition commm

Alors les demx équations parameétriques représentent une équation d' une courbe

“r,: Apprendre
De la courbe définie sous la forme parametrique x = f(t) , y = (1)

dy dy dt _dy , dx
Ona~2=_—"»__=_"+_" oufe gsont deux fonctions dérivables rapport at
dx dt d= dt dt P

@ Exemple

dy

3 Trouvez = des courbes suivantes aux points donnés :

alx=5t+3,y=16¢+9, (=5 b x:jccsﬂﬂ.y:4-si1139.9:%

misrforprinting Livre da | aléve - 3°¢ Secondalrs 11




2 -1 Deérivation implicite et parameétrique

€ solution
alx=5t+3 L y=161+9 & 304
dt dt
d_y:g)(ﬂz 321: El[g]t___:-)::sg
dx dt dx 5 dx
B)x=3cos 30 :_;:SK—stHxﬂz—E)sin"_-.@

y=45in30 %:4xcq€39x3:12cm‘39

.-d}‘_dyxdﬂ_1200339:—2c0539

dx d@ dx  -6s5in20 sin 2 6

-Zcosjf

enﬁ:% alots %ziz-ﬂxi:,‘g
% m'n% V2

) essayez de resoudre

(:Ei) Touvez 3_1 des courbes suivames aux point donnés

alx=(t+ND(-2) , y=(t+1)(t-2) , t=1.

b x=sec@-1, y=tanf, 8:'37"rlr ¢ x=431-2, y=4/Ar1+1. t=2
Réflexion critique : Trouvez la valeur paraméirique z a laquelle la courbe

-~ " - »

x=27" -5z -4 z+ 12 | yv=2z+z-4 adinet une tangente horizontale et une autre
verticale.

- Exemple

14 Déterminez la dérivée de (4 x° - 9x=+ 5) par rapport a(3x- + 7)

©» Salution
Posons y= 4 -9x"+5, z=3x"+7 alos v = fi(x), z=9(x)
Les deux fonctions f; gsont dérivables par rapport a % sachant que X est un parametre pour
chacune des deux variables yetz

.. de la dérivation paramétrique ou trouve gue :

dy _ ¥y _ 12x-18x _, . 3 cadi— 4 02 L §=2x-3
dz z Ox d(3x +7)

uEssayu de resoudre
’ f5a ) . VIR
g\g En utilisant la dénvation parametrique, trouvez :

a | la dérivée de x-+ 1 par rapport a ¥ = - 1

b Jadérivée dev 8 + = par rapport a 11 enx=1
X3

¢ | la dérivée de x-sinx parmpport:‘a‘l—cosxenx:%
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

@ Exercises 1-2 @

Premierement : Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées :

:1; Six- +y- =1, alors P et éoale a:
dx
Bl % b 1 ol - * d .Y
¥y ¥ e
(2) Six:—yzzixy. alors%estégalea:
al-1 b 0 el d 2
@) siyt-24= =0, alors%e;tégaleii:
al 2y b Jx ol X d L
x ¥ 4 ¥
<) Six:..r:+3. y=+1¢ . n=1 , alorsiestégaleé:
3 3
a = By = G2 d
3 4 B 6
@La pente de la tangente a la courbe x - =3 au point (3 , 1) est égale a:
1 1 3
al - bl-= g8l = d 2
3 6 3 2

Deuxiémement : Déterminez % dans ce qui suit :

;‘:X:—d-yE?T:ﬂ :.'»;)x"’---jy':—::() '::Bi:-x:-jxy:ﬂi-}:
(9%’ < 6xy=4y+3 in_,_:—l: 0 xy+siny=5

ff":xsin +ycomx=0 3 x cosec y =y cota x14) X-siny - - sinx=9
< Yy N3, y=Ycolg Y Yy=¥

3

s VT
L I ke 2o
'ili, si2xcos 2y =7

Troisiemement : Déterminez % des courbes suivantes aux points donnés:
X

fo)x=13-2t,y=4t>- 47, t=4
{ﬁx:sinﬁﬁﬁ. y=cos 270, O0=—
(l_i::x:5+secr-'39. y=1-tan30, 9:%

'i'}:J Détenninez la pente de larangente a lacourbe ¥ 7y =3x+ 1 au poinf ( —% y =

.
4
éﬂ: Deétemminez la dérivee de % parrapportay 2s+1  enx=4

: =
@) Déterminez lavaleur du parametre t a laquelle la courbe x=2t" -5t + 4t -9, y=2¢ +1n - Sadmet:

8 unetangente verticale b une tangente horizontale.
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EP Apprendre |

Déterminer les
Dérivées successives
de lg fonction

£ Vocabulaires |

2 Ordre
= Dérivée

CP Aides pédagogiques

Caleulatrice scientifique

@ Réfléchisser et discutez

Siy=Ff(x) ouny= x'+5x* -2x + 3 déterminez la dérivée de la fonction f.
Pouvez —vous repéter la dérivation par rapport ax ? Pourquoi ?
Ladérvation est —elle finie ? Justifiez votre réponge.

E Apprendre

Dérivées successives

= Siy=1{{x) ouf est une fonction dérivable par rapport a x
alors sa premiere dérivée est ¥ = % = " (X) et représente
une nouvelle fonction .

< Sila prcmii:rc dérvée est dénvable par rapport a x, alors sa
dérivée est e {dy) et est appelée la derivée seconde de la

‘5’_

fonction f et rcpn:scnte une autre fonction noté y" =
dx”

f'(x)
< 5ionrépete la dérivation. on obtient la troisieme derivée de

la fonction [ et note :11_33! etc.
X

Les derivées a partir de la deuxieme sont appelées les dénvees
successives et la nieme derivée noté comme ce qui Suit :
yo = :;3 =" (x) oll nest un nonibre entier positif
On remargue que :
1- :i{ se lit laseconde dérivée de y par rapport a x
=]
2- 1l ya une différence entre tdl_:f et :3; ): La premier est la seconde

derivée et la deuxieme est le carre de la premiere dérivée.

@ Exemple

EEJ Determinez la seconde derivée dans ce qui suit:

y=2%+3x-5 Bl y= %l
x-1
€ y=sin(3x-2) dly=y3x-2

Wathematiques Pures Caluwl differenbal et Intégral



Unité 1: Differentiation et ses Applications

> solution
al--y=2% +3x-5,xeR ~ Y g3 LAY oy
dx d=
Bl x+l.K—,-—'—1 i :x-l-{x—i-l): -2 e
x-1 d= (=-1y (x-1)*
7 <9 P-4t xi1
T dx (=- 1)
c - y=sin(3x-2),xeR Y _3as(3x2), 9T = 9sinGx-2)
d= <
d chys Y: Ix 2 'X‘:}'% _'_i :#_X, %
de  243x2 s
2 1
95 - ¢ Bxnt=- 9 __ x>2
d=- d= 44 (B3x-2)y
ﬂ!ssayez de résoudre
{1_;‘ Déeminez la troisieme dérivée dans ce gui suil:
aly=x*-2x"+5§ biz=(2n-1y
¢l f{x) =cos (2% 4 77) d fix)= "1
x -
Réflexion critigue:
Si y=sin ax, découvriez le modele de la dérivation successive puis trouvez y £3
) Exemple
N ’ _ dy ,dy (dyy
2)Siy +2xy=8, démontrez que: (X y) i +2E+(ET: Zero
> solution
al" "y +2xy=8, on dérive les deux membres par rapport & x
L3y % 4 Iz gy 2y=0 on divise par2
dx d=
(x+-¥) % +y=0 on dérive les denx membres par rapporta x
it dy  dy dy,  dy
Sx+y) L+ 2 (1+ D)+ 2 =0
LA ot

dﬁ—y dy d}'*
dos(x+y) L+ 2224 (Z2)-=0
( ¥ 5 | (l)

ﬂ Essayez de réesoudre

'::2: a Six +y-=9 . Démontrez que : yd:_f X (EJZ +1:=0
i d=
b Siy=tanx . Démontrez que : d__-f: 2y(1+¥9)
.
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1-3 Dérivation successive

Equations paramétriques :
@ Exemple

13} Six=21'-5, y=6r + 1 tmuvezﬁﬁ ent=1

> solution

On dénve chacun de x et y par rapport au parametre t

E:Eau: , E:lﬁn
du
& _dy  dn
dxc do dx
iy AL g n=0
Tk 6o ' 4
dy d dn
alors = [2n?]=-2m =%
= [20] =
:i%:—# ' Il—‘,EU
n- bn- 3
enn=1 43 = _%
d=-

ﬂEssayez de résoudre
@ Six=2z -2z, jf:z2
d

Deétemminez d_d}: , _y enz="2
dx-  dx

Réflexion critigue : Ta fisure ci-contre indigue les
représentations graphiques des f(x) ; f(x) ; ' (%) ou f est une
fonction polvinome. Déterminez la courbe représentative de

chaque fonction.

@ Activiteé

&y

=]
il

e,

F L\
\.\_ |
/

“y

En utilisant 1a logiciel geogebra onautre logiciel, tracez les courbes représentatives des fonctions
snivante et leurs premiere et deuxiemes dérivées puis inScrivez vos notes.

alfix)=x'-4x 112

b g(x) =% +4

Est —ce que vos notes et votre décision an réflexion critigue sont convenables ?
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

gf\} Exercises 1-3 @1
™

) 51y= ax’ + bx" + ¢ x+ d et le tableau snivant indique les valeurs comrespondantes de X,y , ¥

y" Déterminez les valeuss réelles de a; b ¢ ; d puis complétez le rablean .

i L1

* Y ¥y b4
1 8 28
2 75 34

Déterminez la troisieme dérivée dans ce qui suit :

@ y=x3-4x*+3 G)y= .12:1
@y:sin(ﬂx—'?) 5;‘}-:.;;53(;::_33)
= _ ~ _
(©) y =sinx o5 x Dy=v255
Répondez aux questions suivantes :
:3} Sidx* +5=2x ¥y : Demontrez que: x djf +2 dy =3
' d<  dx
"-:?} Six"+y =4 : Démontrez que : y° gi{+ 4=0
@) Siy=3ex(2x+D Deémonirez que : d_‘-‘: +4y=0
dx-
Q_I:} Sizy=sinxcosx , DémmltrBune:xd_y+-2i+-4xy:0
dx dx
1 B
12: Siy=xsinx . Démontrez que : xd_3:+ .\;E+ 2y=0
: d=- dx
i_3: Siy=secx : Démontrez que - y =2 + (i)2 =y (3y" -2)
dx- i
i:l:'SiE:Zx—S.E:xj—l ) Déterminez:d_j: enx=2
dx dx dz=

i

ik " 5 . . d-y
ﬁli} Six=3n-1,y=w+2, Déterminez: —— enn=4
s I

ie

Ny ot . d’.‘
q—?j Six=secz,f/y =tanz , Démonirez que:_z’::ﬂ

z+1 __ z-1
=

Z=1 z+1

%

1X=

Déterminez : E enz=2
dx
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G Apprendre |

E’P Vocabulaires

(" Aides pédagogiques|

Déterminer léquation
delatangenteaun
point dune courbe
Déterminer léquation
de larormale & un
point d'une courbe

Pente de la tangente
Pente de la normale

Coleulatrice scientifique

logiciel graphique

i
P

 Un pointdela courbe )
/ p——
(S
! ﬁx )

A

Pentede la | (pente dela
tan normile

% Réfléchissez et discutez C(L.4)

Ia figure ci-contre représente denx
routes A et B, 'une est droite et 1" autre
sous la forme d'une courbe, touchées
en situation C. Si la sitnaion C esi
representee par le poini C (1 ;4) dans un
plan cartésien orthogonal Si I’équation de laroute B est
=2x"-3x+5, pouvez —vous trouver |'équaion de la roure A ?
Iaroute A passe — elle par le point (7 ; 10) 7 vérifiez votre répoise

% Apprendre

courbe de la fonction fony =
fix), m est la pente de la tangente
a la courbe en ce point, alors :
1- I'équation de la tangente a la

YA

courbe au point (x; , y) est:
y-yi=m(x-%)

2- I'équation de la normale a la
courbe au point (x;, y;)

1
ﬂiTiY‘h:;(K-Xl)

@ Exemple )
s fonctions trigonométrigues

f/‘\' Determinez les équations de latangente et de lanormale ala conrbe

d’eéquation y = 2 x —colg X an point de la courbe d’abscisse %

i solution
Pour déterminer un point de la conrbe d abscisse  on caleule
"'ordonnée ou *

2=7 a

= - coto ety - tu_—
y=2x-cotg X . ¥ TER 4

Dot le point appartient a la courbe l[I ; E -1

=1

m|==4

La pente de Ia tangente i un point quelcongne

= =2 - (-cosec™x) =2 + cosec” X
dx
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

-aupoim(i; L4 - 1)

La pente de la tangente = 2 + [ csc” %] =4, pente de la normale = —i

équation dela tangente: y - (%— 1)=4 (x—%} alors : y=4x —%— 1

£ : wogot 0 -1y 2L YRS (NS * S,
equation de la normale : y (T 1= 1 (x T} alors : y= 4}”16}( 1

ﬂ!ssaycz de résoudre
™, - . - . ) - o
(1) Déenninez les équations de latangente et de la normale ala courbe y =3 —sec X au point

de la courbe d’als cisse .2T‘T

di Exegple Calcul d'aire

"_.;-.u'_,‘l Déterminez les équations de latansente et de lanormale @ la courbex” + 3xy +y- +1=0
au point A (- 1 ; 1), Si elles coupent I axe des alscisses aix points B e C respectivement,
calculez "aire du triangle ABC par unités carrés

g s-c-olu:mn L \ s
s X3y y +1=0 &
Le point A(-1 ; 1) vérifie ' équation de la courbe, alors 15 \ &,@

il est situe a la courbe On derive les deux membres de =

I'eéquation de la courbe par rapport ax, pour déterminer la

pente de la tangente ala courbe en mn point quelconque | 0

/ sl J

. . dy . dy
C2x3x Fadye2y Tog
Sl dx y ¥ dx

 J
AupointA(-1,1) .

X

. lapente delartangeme=1 .,  la pentede la normale= -1

Léquationde latangente: y—1=x+1 dot y=x+2

L'équationde lanormale: y—1=-(x+1) d'oii y=-x

en resolvant chacnne des equations de latrangente et de la nornale avec ' axe des abscisses
y =0 ; pour trouver les poinis d’ intersecionB et C.

o le point B (-2 ;0) et le point C (0 ; 0) et ontrouve que BC=0—(-2)=2

1 aire du triangle ABC :% « 2% 1= 1 unite carre

ﬂ Essayez de resoudre

v, 3 . ] . i alva 4 3 a
'\2) Déerminez I'aire du triangle limitée par ' axe des alscisses, la tangente et la normale a la

courbe 3x- - y-=12am point (-1, 3)
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1-4 Equations de latangente etde la normale a une coywbe,

o —

@ EXTIE Dérivation paramétrique
(i JSoientx=t+2,y=t +1 les deux équations paramétriques de la courbe
Déterminez les équations de latanzente e de lanormale dlaconrbeent=1

> solution
dy

Pente de la tangente en rout point = = ol :
=

dy _dy dt _dy  dx_3t°_ 3
dx dt dx & de 2c 2

ent =1 la pente de latangente = % pente de la nommale = —%
Lx=(DF+2=3,y=(1Y +1=2

alom le point (3 ; 2) est situe a la courbe et en ce point :

I"'équation de la tangente : (y-2)= % (x-3) d'oun3x-2y-5=0
I"éguation de 4 normale : (y-2)=- % (x-3) don2x+3y-12=0

B Essayez de résoudre

@ Déterminez les équations de la tangente et de la normale 4 la courbe x = cos 6
y=¢2 +sinf enﬂ:%

Réflexion critigue.: Si(1:2) est l'un des points d'intersection K &
de deux courbes 1 y- -x- =3, xy=2. 4 =
Est — ce que les deux tamgentss aux i
courbes en ce pointsont perpendiculaires? /;f k
vérifiez votre réponse. Ll ,_.[':'1“") - "\-
Remarqgue importante : On dit que les denx courbes T | “"w 1 h| >

C- se coupe perpendicnlairement , si lews tangentes au point

d’intersection sont perpendiculaires.
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

L} g - o

oy Exercises 1-4 @

:I:: Si [, 2, hsont des fonctions derivables par rapport a x. Déterminez les equations de la
tangente et de la normale a la courbe de la fonction h dans ce qui suit | en utilisant les valeurs

données par le tableau suivant :

& h(x)=f(x) » 2(x) , x=3 X f(ix) | (=) | {'(x) | &'(x)
b hx)=f(x):g(x), =x=7 3 1 7 -1 6
¢ h(x) = fla(x)], x=3 7 | -2 1 2 5 |

(21; Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe de la fonction f ou

¥ = f{x) aux valeurs donnees de x:

F[8

a y=3- cotg x, = bly=2cosx-secx, x:%

F 3 " . s a s . - “ .
‘\3; Déterminez les équations de la tangente & de la normale aix courbes suivantes aux points

dones

a xC+yi=52 au point (4, -6)
b x2:5xy+y=7 au point (-1, -1)
¢ yE(lTx:)zg au point (-1, 2)

d/ (sinx+cos X) y=005 - x enx:%

- - e - . .
C’; Déerminez les équations de la tangente et de la normale aix courbes suivantes aux valenrs

données ;
a x=t+4t, y:'_’.[: enf=1
bix=ged, y =tan@ ene:%

{3: Sile point (4 ; -2) appartient alacourbex +y -2 kx+ 12=0, détenninez la valeur de k

puis dérerminez ' équation de 1a tangente & la courbe en ce point.

is) Aire du friangle : Déenminez "aire du triangle limitée par I’ axe des abscisses, la tangente

et lanormale alacourbe x +4y =20 an point (2 ; 2).

= e '
f_?_, Orthogonalité de denx courbes : Démontrez que les deux courbes (x—1) +yv =2;
(x+ 1) +y =2se coupent perpendiculairement, puis déterminez les équations des leurs

taneentes au point d'infesection
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@ Apprendre

MNotion de la
dérivation de
forictions liees au
temps

Meéthades pour
résaudre les équation
de la dérivation de
fonctions liées ou
temps

Symbaoliseret
résaudre des
problgmes de
mathématiques et de
physique de la vie

&' F Vocabulaires

T loux
= Taux lids

6) Aides pédagogiques|

:  Calculatrice sciEntiﬁque

Ingiciel de graphisme

Détermination les
variable et les symbolise

l’ Faire undiagnm.md; b

donnéss.

|
W

( Trouver Iarelalian)
¥

\ parrapportau lemps

(_
Dédvnshnd:hrd;ﬂm]

¥

—

tparles

\ taux demnandé

'ﬂIo.ll.m puu.t diﬁtmlﬂuh'

% Reéfléechissaz et discutez

Quand une plague métalli que circulaire se mets sous l'effet d'une source de
chaleur pendant une période de temps (1) secondes; ;) '

-Lalonguenr deson rayon (r) est —elle changée
en fonction dutemps (1) 7

- L'aire de la plaque (A) est — elle changée en
fonetion duo temps (t) ?

- L aire de la plaque (A) est — elle changée en
fonction de la longuewr du rayon (1) 7 vénfiez
volre réponse.

Remarques :

1- Les deux variables (A) et (r) chamgent en fonction du temps (t)
(fonction au temys) e sont liees par la relation
A=7nr d'oii: A=f(r)

2 - Hn dérivant les deux membres de la relation précédente par rapport
ail temyps, on obtient une nouvelle relation entre les dérivations lie
au rtemps d’ewx qui appelée I’ équation de la dérivation lie an temps
ot = (1) « ¢

3 - Letaux est positif si lavariable crois et negatif si lavariable décrois
efi augmentant le temps.

Orale : quel taux est—il positif ?
( se dilater — se contracter — approcher — éloigner — verser- couler
—se fondre- accumulation — diminuer — augmenter)

Exemple
@ _p gonfler un ballon

G: ) Le taux d"angmentation du volume d'un ballon sphérique est 87t enr'/ s,
s'il remplie de gaz quand le rayon est 4 cm. Déterminez en ce moment:

2 letaux d’augmentation du rayon

b Letax d’augmentaion de I'aire de laswiface.
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

€ solutien
Soient le volume du ballon (V) , son mvon (r),ef son aire (A ) des fonctions dérivables par

rapport a L.
a ‘.-’:% A1 ondérive les deux membres par rapport au temys
Y 432 O g AT (1)
dr 2 dt dt
i ';_v =87 cm’/sec, r=4cm par lasubstitution dans I' équation
t
'.Sﬁzdﬁ(d)ti alms__ cm/sec
dt d 8
b A=421  ondérive les deux membres par rapport au temps
ﬂ_dﬂ or 4T _ gygp 97 2}
dr dt dt
:_r = % cmisec , r=4 cm par lasubstitution dans I’équation
t
T =87 <4 »= = 47 cm/sec

H Essayez de résoudre
1, L;qqlqgg:ﬂ Un cube se dilate par la chaleur, Si le taux d"angmentation de son aréte est 0,02
cm /s et le taux d’ angmentation de son aire est 0,72 ci /s pendant un moment quelcongue.
Déterminez la longueur de son aréte en ce moment et le taux d’augmentation de son volume
£l ¢ Mmomens .

Exemple . uvement de l'échelle

Lf Une échelle de 250 cm de longueur s'appuie contre un mur
vertical. T'exirémité supérienre de l'echelle se glisse avec un
taux de 10 ci's gquand I extrémité inferieure est a 70 cin du mur,
Déterminez :

2 Ietaux d'eloignement de I’ extrémité infeérieure de I'echelle.
b ' Le taux de variation de 1’angle entre 1’échelle et le sol

©» solution
a8 Soient:yladistance enire extrémitésupeneure del’ echelle
el le sol, X est la distance entre |'extrémiié inféneure de
I echelle et le mur,

Du théoreme de Pythagore x- + y- = (250)° (1)

On dénve les deux membres de ' équation par rapport au temps

"xd'_+"}' dy:(] di:—id_y (2)
dt dt dt x dt

. Lextrémité supérieurese elisse vers le bas, alors y diminue
T (:l_} =- 10 cm /sec
Enx =70 c¢m et d’équation (1) on trouve gue : y= 240 cm

par lasubstitution dans |"équation (2) on obtient : ':Ii_"z —% x-10= 2'10
t ¥

alors 'extrémité inferieure de I’ échelle eloigne du mur avec un taux de T cm /sec

chy/sec
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1-5 Deérivation defonctionsliees au temps

b | Soit 8 1a mesure de I’angle d’inclinaison de 1"échelle au sol

sin @ = ﬁ on dérive les deux membres par rapportan temps
: a6 1 dy . 4y -
s.cos @ —e—e mais — - =- 10 cuv'sec en x = 70 cm

di 250 g dt
0 .48 1 .dB _ 1
250 “ 4t =250 " 10 e .?radf'sec

alors la mesure de ’angle diminue avec nn tanx de% rad /s

B Essayez de resoudre

fg) Mouvement d'une échelle : Une échelle repose par son extrémité inférienre a un sol
horizontal et par son extrémité supéreure a un mur vertical Si Pextrémité inférieure
s’ éloigne du mur avec nn tanx de 30 cmv/s, détenminez le tanx de glissement de 1'extrémité

supérieur quatd la mesure de I'angle d’inclinaison de 1'échelle an sole est ézale é%

Réflexion critigue : Une fusée de masse 15 tonues estlancée, sachant que lataux d’échappement
dn carburant brilé est coustant et est égale a 200 ke /s, tronvez la masse de la fusée 30 secondes
apres le lancement

Remarque importante : Si x, est la valenr initiale de la variable x (en ( = 0) , E est e
taux de variation de x par rapport an temps, X est la valewr de la variable aprés lmdfem}s T,
dx

alors : x=x,4+—— =t
dt

Dans le point de la réflexion critique, ntilisez la relation = m, + %ﬂ « [ pour veérifier votre

f.i.‘- Les longuenis des cotes de 1'angle droit d’ un triangle rectangle sont 12 cm et 16 cm. Si la
longuenr dn premier coté angmente avec nn tanx de2 cm/s et Ia longnenr de I'antre diminue
avecuntaux de 1 em/s.

8 | Déterminez le taux de variation de 1aire du tangle aprés 2 secondes A
b | Quand le triang le devient — il isocele ?

£ Solution Y, =16cm
a  Soieut X et y les longueurs des cotés du triangle

apres (1) secondes, x ; y ; A sont des fonctions an  dy — y
temps: dt )
Lx=12+2t |, y=16-1 %
A—i SRR ¢ . B {
=5 xXxy=% (12 +2n)(16-1)
2 B dx x,=12cm
A=(6 (6-1 5t =2cm/s
on dérive les deux membres par rapport au temps
.-.%:(6 oty 5 -1+ (16-1) =10 -2 t cm’/s
Ent=2s .. Le tanx de variation de ["aire du triangle=10-2 (2) =6 cm/s
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Il
4=

L

8

'blenx=yonal2-t=16-1 &t

alors apres % s , letriangle devient isocele

ﬂ Essayez de resoudre

@:' Volume: Un corps métallique a la forme dun parallélépipede rectangle de base carré. La
longueur de la base angmente avec un tanx de 1 covmin et la hauteur diminue avec un tans
de2 cm/ mn Deéferminez le taux d’ angmentation de son volume ¢quand la loneneur du cote
de la base est 5 cm & la longueur de la hauteur est 20 cm, dars combien de minutes le taux
d angmeniaiion du volume du parallélépipede s "annunle ?

“ ) Exemple
£ P Longueur de |'ombre

3 ! Un homme de 1,8 metre de taille s"approche d un poteau électrique avec un taux de 1,2 m/
min Si la hautenr de la lampe est 5.4 m de laterre, d&erminez ;
‘a8 Le tamx de variation de lataille de 1"homme.
b Le tanx de variation de la distauce entre Ia téte de I'homme et la lampe quand 1"homme
est a la distance de 4 8 m du potean,

> solution
Symboliser le probléme : Dans la figure ci —contre AR
est le poteau, le point A est la lampe, [E est I'homme er
le point C est I’extrémité de " ombre de I'homme, alors :
x = EB la distance de |'homine a Ia base du potean .
y = EC la longueur de I'ombre de I homme
M= AD ladistance entre la téte de " homume et la lampe.

Premiérement : " AABCA~DEC
AB_BC_ 54 _ sty
DE EC 18 ¥
alos 2y =x on denve les deux membres par apport au

temps
) 22_2 alors dy =12 _ 06 metrels

dr dt dt 2
Denxiemement : dans A D O redangle en(O)

loxt - (36) on derive les demx membres par rapport au temps t

aM M oy 4= ax=48A f=6m

dt dt
G t:M =48 x-12 c--d. %M = - 096 meétre/sec

t t

ﬂ Essayez de resoudre

() Construction : Un tuyau de I'eau d'extrémités A et B et de longueur 5 metres, repose par
I'extrémité A sur un sol horizontal et par un de ses points D sur un mur vertical de 3 métres de
lonzueur Sil’extrémité A se glisse éloignement du mur avec untaux de%mf min Déterminez
le tax d’abaissement de I'extrémité B quand 1 extrémité A arrive an sommet du niur.
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1 -5 Dérivation de fonctions liées au temps

é;: ExTIe Aire

k5 ! Dewx cotes d'un triangle dont les lonauems augmentent avec un taux de 0,1 cm/s et la
mesure de 1'angle compris entre eux augmente avec ui faix de L rads. par quel taux I"aire
du triangle varie-t- elle au moment ou la longueur de chaque cot% est 10 cm?

> Solution
Symbaoliser le probléme : posons que dats un moment t A
les longuewrs des cotes du triangle sont a et b, la mesure b
de I"angle compris entre euwx est O rad , A est 'aire du d8 1 rad

triangle et sont tous des fonctions dérivables par rapport  dt 5

au temps t
OuA=Lab sin® on derive les dewrx membres par
2 da db B

rapport at 5" E—ﬂlcmf&ec

dA |
Wrudis: —ah_ sinB +—sm9_ ab

—=3 [in0] [ab]

E:LabcdeBJr—st[a +bda] (1

de 2 dt 2 dr
maisd_a_ﬂ_ 1 48 _1

dt dt 3

Aun moment an la lcm__,ueur de clraque coté est 10 om, le triangle est alow équilatérale

Alors m( .~ 6) :T cos 0= par la substitution dans 1’ équation (1)

z
dj‘ _% ,10f10..%5%+%.*23 E"m”ﬁ]
t E,
5+_"23~3365cnrfs

a . e
Alors en ce moment I'aire du triangle angmente avec un taux de 5,866 cnr- /sec

ﬂEsszye: de resoudre
@ Alre : ABC est un triangle rectangle en C. Son aire est constante et est égale a24 ¢m . Si le
taux de varation de best I cm /s, trouvez le tawx de varation de a et de m (7 A) quand b
est 8 cm.
Réflexion critigue : Six (est la mesure de 1'angle en radians) augmente avec un laix constant,
Expliquez pourquoi de?
a sinus et tangente cet angle augmente de méme taix enx=10

b tangente de cet angle ang mente d’un taux de § fois dn taux d’ augmentation desinus enx =
¢ | cosinug de cet mgle dimimie avec un taux da fais du taux d avgmentation de tangente en x =

") Exemple
lien a la physique

!:_i;‘. Dans un circuit electrique ferme si 'V est Potentiometres (en volte), I est l'infensité du courant

m‘:q w‘.‘.ﬁ

(en Ampere), R est la résistance (en Olm). 5i le Polentiometres angmente avec un taux de
1 volte/s, et la l'intemsité du cowrant diminue avec un taux de %Amp‘erefs , trouve le taux de

varation la résistance quand V = 12 voltes et I =2 Ampeéres .
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

> sclutien
Onsait queV=1+R ondérive les deux membres par mppoit at
dv_qdR pdI T
dt dt di I
It

L Lvaolt/sec, &£ L Amperes /sec
dt dr 2

SEnv=12vols, I=2 Amperes alors: R= T': % = b ol
dR dR W

Onamal=2x>46x-1 S.——=2 ohm /sec A
dt 2 de .

Crest-a-dire le taix de la ré&sistance en e moment est 2 ohin /s

ﬂ Essayez de résoudre
:L" , Dans I exemple précedent. calculez le taux de la résistance si l'intensité du courant augmente
avec un faux de %Ampérefs.

% i “ i
&; Exercises 1-5 NGy

Choisissiez la bonne réponse parmi les réponses données :

iI} Si le rayon d'un cercle augmente avec un fawx de A, cuy's, alors le perimetre du cercle
aligmente en ce moment avec un faix de ]
a * cuvs b emfs ¢ L emis d 8cm's
i 4 8
:2:‘ Un cube de glace se fond en conservant sa forme avec un taux de lem’/s, alors an moment
au son volume est 8 cm’, le taux de variation de son aréte est cm /s
o b .1 ¢ 1 (g 1
12 12 6 (4]
iS:f Un corps se déplace sur la courbe dey- = x* | si %:% unité/ s eny = - 1 alors % en ce
t
momnent est ézale a unite / s
a _é (s é c é d é
4 8 + 2

- = g - .

\4: Si la pente de la tangente de la courbe y = f(x) en un point quelcongue = L o I'abscisse de
ce point diminue avec un lanx de 3 unites / s, alors le taix de variafion de son ordounée et
ecal a unites /s

a - bi_

b [t

¢ 1 d
6

b |

1
6
Répondez aux questions suivantes :

:S: Un point se déplace sur la courbe d’équation X + yj -4x+ 8y -6=0. Si letanx de variation

deson abscisse par rapport au temps au point (3 ; 1) est ézal a4 unités/s, trouvez le taux de
varation de son ordonnee par rapport an temps.

! . . . . . —
(!r ) Une pierre tombe dans un lac calme qui fait des vagues circulaires. Si son rayon aug mente
avec un tamx de 4 cm's, déterminez le taux de vanaion de |'aire du vague ala fin de 5
secondes.
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1-5 Deérivation defonctionsliees au temps

@ Une plaque 3 la forme d'un hexagone contracte a cause du frios. Si le la}m de varigion
de son aréte est 0.1 cnv's , déterminez le taux de variztion de1'aire de la plaque, quand la
longueur de son aréte est 10 cm.

{: Une masse de gazes dont la tempéraure est constante Le volume des gazes diminie avec
un tanx de 2 cm’/s. Si la pression est inversement proportionnelle au volume et la pression
est 1000 gp/em quand le volume est 250 cm’, Déerminez le taux de variation du volume
par rapport au temps quand le volume est 100 cm’.

9, Le gaz s’échappe dun ballon spherique avec un taux de 20 cm’/s.
Déterminez le taux de variation du ravon du ballon an moment au le
rayon est 10 em, puis trowvez le taux de vanaion de I aire extérieur du
ballon au méme moment.

@ Une échelle de 5 m de longueurs’appuie contre nu mur vertical, el se repose
par I'extrémité inférieur sur un sol horizontal. L'extrémité inférieure de 1'échelle s’éloigne du
mur avec un taux de 4 cm/mn, quand 1 extrémité supérienre est a 4 m du sol Déterminez le taunx
de glissement de I'extrémité supérieur de 1'échelle, puis déterminez le taux de variation de
I"angle entre I'échelle et le sol en se moment.

@ Un ballon monte d’un point A de laterre et un dispositif de localisation se
trouve aul point B qui est a 200 m de A et de méme niveau honzontal de

AL Dans un moment "appareil inscrit I'angle d”elévation du ballon qui
était % et il augmente avec un tanx de 0,12 rad/mn Déerminez le taux iﬁ S—
d’elevarion du ballon en ce moment.

i?) Un homme de 180 cm du taille s "éloiene de la base d"une lampe
de3 m de hauteur, avec un taux de 1,2 cm/s. déierminez le taix
de variation de la longueur de l'ombre de I"homme. Si la droite
passant par latée de I’ homme et la lampe est inclingé & laterre
par un angle de mesure 829 quand I'homme est a la distance de
x m de la base de la lampe. Deémontrez que x = % cotg B, puis
déeminez le taux de variation de @ quand I'homme est a distance
de3 6m de la base de lalampe .

@ Un triangle isocele dont la base est 2043 cm . Si chacun de deux cotés diminue avec un
taux de 3 em /h, Déterminez le taux diminution de son aire au moment a la longuenr de
chacun de deux cotés est é2ale ala longueur desa base .
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La dérivation des fonctions trigonomérrigues

Fonction Dérivée
Fonetion sims sin x cos X
Fonction cosinus COS X -sinx
Fonction taneente fan x sec-X
Fonction cotangente  colg X - Cosec- X
Fonction sécante SEC X secxfanx
Fonction cosécante  cosec X - cosec X colg X

Derivation anplicite
Dans la derivation de la relation implicite f{ix ; ¥) = 0, on dénve les dewx membres de la
relation par mapport a I'un des deux variables suivant les regles de la dérvation en chéne
pour obtenir ¥ ol 3 respectivement .

dx dy

Dérivation paramétrique

3t la courbe donnée est sons la forme paramétrique x=f(t) , y=g (), alors — = = » =

dx . 2% . dx dt dx dt
g oil [ et 8 sont dérivables par rapport a t
t

Dérivations successives
Siy= f(x) ouf est une fonction dérivable par rapport ax, les dérivées a partir de la deuxieme

derivee (s'ille existe) sont appelées les derivees successives . On les note dl ony" La
dx-

ouy'™ oil nest un entier pesitif.

troisieme dérivée par H ouy" ed la ™ derivée par 'y
d=<” dx"
Equation de la tangente et de la nombre a une courbe
courbe de la fonction f oy = f{x), m est la pente de la tangente a la courbe en ce point, alos :
1- I'équation de la tangente a la courbe au point (X, , y,) est: y -y, =m( X -X,)

2- 1'équation de la normale a la courbe au point (%, y) est: y -y, = i( X-Xp)
m

Dérivation des fonction lides aw temps
Siy = (%), x varie selon la variation du temps t , alors y varie aussi selon la varition du temps L.
— y . d dy dx . .
¢, esl -a-dire y est une fonction de la fonction en i et d_}:: d—} R Cette relation relic le tanx
x
de variation de x par le taux de variation de y par rapport au temps .
Le raux est positif si la variable augmente par I'augmentation du temps.

Le taux est négatif si la variable diminue par la diminution du temps .
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@ Exercices généraux

Choisissiez la bonne réponse parmi les réponses données :

::I_:‘, Siy=4sec" x, alors y‘(%) est égale a:

al_g b | zero ¢ 4 JT d 16

:i;' Siy=sin2 x cos 2 %, alos y" (%) est éoalea:

(al-4 b zero e 443 d'8
i3:| Un point se déplace sur la courbe x y* = 12, au point(3, -2), alors i est egale a:
a -4 b -2 o -1 d 3

2 ; 3

i‘_l: Siy=2t'+7etz=1 -4, alors le tanx de variation de y par rapport a z est égal a:

a 2t b 3t €6 d 12
:i) Le rayon d'un cercle angmente & un tanx de 2 em/imin et son aire ang mente a on laux de
20 7 cm~/min. Alors la longuenr de son rayon en ce moment est égale a cm
2 3 - e 10 d 20

Répondez aux questions suivantes :
&:1 Determinez % s1y est éeale a:
la/xcotg2x pi‘Tmech c 2):—5:.:05(;‘1);,)j
d 2 cos” (/x4 1) e | lan X cotg X | 'sec2xtan2x
(?: Dans la figure ci-contre : Un point A se déplace dans le plan, AB est une tangente du cercle

Men B, AM =X + roitrest le rayon du cercle :

a Démontrez que x = r( cosec -1

b | Déterminez le taux de variation de X par rapport a € quand 6 :%
A

@ Determinez S sons la fore la plus simple dans ce qui snit

x
alx’-3y>+9=0 bi5x +12y* -7=0
¢ x-2xy:2y=14 d)(x-3) +(y+2)°=25
e /xy+sinx=35 | sinxcosy:il
if) a ' Determinez le tanx de varation de (x + 3) (x —2) par rappoit a ::52
b/ 8i fix) = 8(x) = 3x

DéterminezdL [(f=o)(x)]enx=-2
p. 4
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io} a Siy=+ 2x+5 , demontrez que (2:{+5)£}’F+ d__,y,-:O

line =
B) §i: xy=rsi : By oY L oo
Si:xy=sinax , démontrez que x —=—+ 2 +axy=0

dx dx
¢ Siy=acosx" + bsinx" , demontrez que : xdl —d_'v+4x} v=10

dx- dx

. . . . . ) . .
I‘ﬁ,‘ Détenminez I'équarion de la tangeute et de la normale des courbes suivantes anx poinls

donnés:
a'x-xyyd3 +2y- =12 (¢ 3 :3)

A M

4 ' 2
’J:Z:: I’équation de latangente et de la ronmale des conrbes suivantes aux points donnés :

b xsin2y=ycos2x (

alx=w2n+3,y=200-6n+1 sin=0

b x=sec'f-1,y= tanf si@:%

ﬁ}} Déterminez I'aire duo triangle limitée par 1'axe des ordonnées, la tangente ef la normale de

la contbe 4% +y- = 20 au point (1 ; -4).
-":[‘:I:' Démontrez que les courbes y* + 9y = 6x et x- -2 y=3 x se coupent perpendiculairement

all point d origine.

‘J:::;: Deémontrez que la droite () 4 (%) "= 2 est une tangente ala conrbe 4 % =2 au point

d a
(a; b) guelgue soit la valenr de t.
if»} Un point se deplace en ligne droite. La relation entre la distance et le temps est
D=3t + 3t -4 oit D en centimétyes, t en secondes. Déterminez le tanx de variation de la

distance par rapport au temyps a la fin de 3 secondes.

-’1_7:} Le gazs’échappe d'nn ballon sphérique avec un taux de x cnr'/s. Démontrez que le taux de

s : , . - 2X n
diminution de soun aire an moment au rayon est r cm, est €galea —— cm-/s.
T

{B} Un point se déplace sur la courbe d’équation 8 =4 x, si le tanx de variation de son abscisse

par rapport au temps au point (4 ; -4) est égale a2 unités’s, tronvez le taux de variation de
son ordonnée par rapport au femps.

ri;j Un rectangle de 24 cm de longnenr, 10 cm de largent. Salonguenr diminue avec nu tanx de 2
c/s, sa largeur ang mente avec nu tamx de 15 ¢m /s. Détenminez le tanx de vanation de son
aire apres 4 secondes. Puis determinez le temps ponr lequel I'ang mentation de I aire 5”aréte.
Quelle est I'aire du rectangle en ce moment ?

@:I Une echelle de long neur constaunte. Son extrémité superienre glisse sur un mur vertical avec
nn tanx de k noites (s . Déterminez le tanx d’ éloig nement de son extrémite infénenre do mur
quand I’échelle est inclinée a la verticale d’un angle @ ou cosec 6 :% :

21} Une pyramide metalliqne réguliere de base carée dout la hautenr est égale a la longueur de
sa base. se dilate avec un taux d’angmentation du volume de 1 em’/s. Sil’angmentation de sa

hautenr et de la longueur de sa base est 0,01 em/s, déterminez la longueur du cote de la base.
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QI;} Une échelle de 2,6 m de long ueur repase par |"extrémite superieure sur un mur vertical el par
" extremité inférieure sur un sol honzontal. Si I extrémire inférieure s™€éloigne du mur avec
nn taux de 4 m/mn quand elle est a 1 m du mur Dérerminez le taux du mouvement de son
extremilé supereure et le taux de variation de I'angle d'inclinais on de " échelle sur le sol en

ce moment.

éj; Un parallelépipede rectangle dont les dimemsiom sont 3 ;4 ; 12 cm. Si le tamx d"augmentation
de sa premiere dimemsion est 2 cm/s | le taux de augmentation de la deuxieme est 1 cm/s, et
le taux de diminution de la troisieme est 3 eny/s ; déterminez le volume du parallélé pipede
en un moment quelconque t, puis détenminez le taux de variation de son volume 2 secondes

apres .

5_!} Unréservoir de pétrole a la forme d’un cylindre eirculaire droit dont 1a longueur du diametre
de sa base est 24 em. On veut vider le réservoir avec un taux de 2 m3/s, alors quel est le taix

de variation de I’ hauteur du pétrole dans le réservoir ?

N s s . "
éj , Un hélicoptere se leve verticalement avec un taux constant de 42 m/mn. Un observateur
qui est éloigné 150 m de son point de départ. Détenninez le taux de variation de son angle

d’ élevarion quand il est a 150m d ‘altitude de la surface de la terre.

'@; Dans un concows de 100 metres, un cowreur court dans un trajet droit vers laligne finale. Ta
camera de la ligne finale était a 5 metres perpendiculairement an trajet dans le méme plan
horizontal que les coureurs. Déferminez le tawx de variation de l'angle de la cameéra pour
observer nn courelr a 5 metres de la fin sachant que son taux d'approchement de la fin est
10 nv/s.

f:;} Un point A (x ; ¥) se deplace sur une courbe d"équation > 2 unites /s, Détenminez le
T
taix de variation de I'aire du triangle AOE o O est ['origine, le point B (0 ,6) au moment a

I"abscisse du point A est 3.

Pour plis d'activités et des exercices : visite le site électronique  wwwisecImatheratics.cormeg
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Epreuve cumulative 1

Choisissiez la bonne réponse parmi les réponses donneées :

F g i J “ 5
-,\1; Si f{x) = cotg x, alors " (%) est égale a:

4 b 4 d 2
B)-% ) €4 )
7o y . n 1 e dx 1 : A9 o
(2 ) Un point se déplace surla conrbey-=25 -%-oil —_= ,alorsau poimnt(-3 ; 4), L estégale a:
=l ? ¥ dt 2x+3 pOmIG-338, 5 o
1 1 1
1 bl 1 d
8- 24 'y 4
13: Si I'équation de la normale a la courbe y=f (x) au point (1 ; 1) est x+ 4y =35 alors £(1)
est ezale a:
al- b L c el =
3 A 4 4
:4: Latancente a lacourbe vy =3 x -5 au point (1 ; - 3) passe par le point
a (Sl_j‘) b (3|1) .c (21_4) d (OI.S)
Répondez aux questions suivantes :
(5)Six=t-,y=t-1*, trouve 2y
3 dx-

:i_:;‘ Les deux équations paramétriques de la cowrbe sont x=t -61,y=8 ¢ (-2 , Déterminez
I' équation de la tangente a la cowrbe ent =6

IE:J Déterminez le taux de variation de # 9 x~  par rapport a enx=-4

-

ot = " ) a » s ¥

B/ a Biy=4+ cog x-sec x, Déterminez I'équation de la normale enx =2

b Un octogone résulier de 10 cm de longueur de coté. Son coté augmente avec un taux de

02 cm/s. Déterminez le tawux d'augmentation de son aire.

< . . .o - .

\9:) Une échelle de 4m de loneuenr repose par I'extrémité supérieure sur un mur vertical et
par I'antre extrémité sur unsol horizontal. Si I'extrémité inférieure s’ eloigne du mur avec
un taux de 20 cm/s. Déterminez le taux d’abaissement de son extrémité supérieure quand

I"echelle est inclinée ansol a un angle de mesure /18

Si vous ne pouvez pas répondre 4 une question, vous pouvez vous guider du tablean suivant :

&tﬁaﬁw;ﬁﬂ1‘z‘3‘4‘5‘ﬁ‘7

S [z |4 ]

(Y
=]
o]
=
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"Dérivation e_t;Igj;té'gra_l des fonctlons

Dans cefte unite on doit @averr le pombre pépenene. (1330- 1617) attnbué au savantdeossais John MNaper( 1530~
1617y Cequiantrodut Ja notiod de loganthimegen mathérmatiques Cenomibre est appele auss le dombre de Enler
hienmenr du gavant qui a bien edier genombre et les fonctionsliées s ce nombreset aussila déconvarde la relation
e + 1 =0 panni les plus eug constantes de Mathénatgues qu lie les fonetons rgonoinetngues ezponenhelles

et les nombres complexes

Le nombre & est un nembre réel nen rshonnel et &8s égal 3 peu pres 2 718281828450 |l 3 une imporanee en

mathémabiques o 1) est |z base de |3 fonction exponentelle de base népénenne * [expix)] et de la fonchion
logarmigue nepénenne ln x On va emdier dane cette ung teus s foncton et leurs dénvees gt leurs denvees
réaiproque (pnmitive) avee deslogicil de graphique pour résoudre des probléne de mathématiqueset dela vie deng

plusteurs damaimes.

Al'issie de cette umité, 1'éléve doit étre capable de ::

£ Savolrle notondy nombre neperen e de la hmte
|

m |'1+117:e tirn
w0 ( L xom

s
S
i1 o =F

Z Deéterminer des limifes deont les résultats est e on
L de segmulliples
lim (] +L3_1_ hm [U +_}.¢]_ =g

,'.C—-rr

= Saverr la notion du lcganﬂnue 1og % wépenen |n de

.
lalirte ”*TJ a— = 105 X

& Bavon desproprig®gsdu loganthmenepenen cormmes

* 105): :Y =
E

* 510 —

2 x>0
-

1 X
log % = 98"

. 10%* =1 —
E A logy’

£ [éternuner les dénveées desfonchons,ezponenuélles

y =g vy =a* etlesdénvees des fenctons

loganithmiques y = Ion X, ¥y= ]::ug x

£ [étermuner les pﬂu'umre sdes fom:mmsy =etet ]gg X
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E‘%% Découvert

Vous avez déja érudié la la fonction exponentielle
cf(® = a8 ol xe®, ae Bt ={1}
Vois savez que sa courbe passe par les poinfs
©, . (1,8, 1,2

= Toutes les courbes des fonctions exponentielles

passent-elles par le point (0 ; 1) ? vérifiez votre
réponse,

= Si la cowrbe d’une fonction exponentiel passe

et

g\
]
P

i, |

par le point (1 ; 3), alors quelle est la valeur de la base a.

Le nombre e est défini par la relation =lim  [14+ L)

X .o

< Representez graphiquement la courbe de la fonction fon f{ix) =
c'est-a-dire f(x) = exply) en utilisant le logiciel GeoGebra ou un autre
logiciel. Pouvez vous découvrir une valeur approchée du nombre e ?

tl-++)*

Ly
225

Explorez (Deconvrez) l-l-l-l-l - [1 B —)"‘ en X
urilisant e calculamce pour compléter le |
tableau ci-contre, 2
< la calculatrice, comme le tableau ci— contre i0
La valeur de la limite s'approche de la :
g ; ey W 100
valeur approchiée qui est deja determinee
de e 7 que déduisez —vous ? 1000
’ 1 | 10000
- lira = lim 9
= Estceque il [l+xJ x_.o[1+x) ? 100000

verifiez votre réponse

Remarquez

1) Vous pouvez détenminer une valeur approchée par la calculatrice en

touchant les cles:

Start — (3atf) () 017 (=)

On trouve e = 2. 718281828 a9 chiffres décimals approchée
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

2) - e=lim (1+LJ*
o
soitu;:.%uﬁxaéﬁ alos m — 0

A
- lim [1.+l,j=¢=1im (1+m)™
=z

m—0 m=(

1
Cest—a—dire [e= lm (1+x)*

K1)
G Exemple
limite tends vers le nombre &
(1) Déterminez
|;| T (l+l)3x
x— =
©)» Solution

wim (elp o e 4T

X0 X—=0

R—02 = R— 0 k

® i (41" =t LF(ir Lp

(B A

enx — w0

= lim [-1+%:|"x15m [1+i]3:e#(1-+ﬂ)3:e

X—+0O
[] Essayez de résoudre
(l) Deéterminez:

= iy
‘& lim [1 + 41_J3x
Ao =
0 Exemple
@ Deéterminez
a bm [1 4 i)x
X0 -
©» Solution
‘a’ posons y:% ol x#0

X0

‘b lim [.1_4-2-_ +4

X0 X 1:

y — Oquand x — @
L

< 3 =,
clim (14 2f =lim (4 gf =lim (14 y)_h')'r‘ = e’

H—s o ) y—0

Bt (ZEEFH g (B LIEm (p, 3

xom X st ®-1

y—0

——— =x-1

= lim {1-+x—‘?_l~f-l x lim '(1 + %)5 =& x(1)P=¢é

H—=on
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L] Essayez de résoudre

@Déternlinez:: i
a lim (14 3 Bilm (1 - Ly
oo = Xm0 X~
le lim = )" i lin Ex+5)-3+3

O 1_+'.1'.. . 2 234‘1"
Remarquez : On peut écrire le nombre e en utilisant (1a série de Malklorin)sous la forme
1 1 1 $ 1

o= i qp b3 ¢ 7 et Hop

E Apprendre

La fonction exponentislle de base le nombre népérien

: - Ry
Elle est nne fonction dont la base est e, 5 f::-'f' er :}}
fix)=e*, xeclt 3 -
==% (1], e
Remarguez p :
1) 1 ensemble de définition f ot fix) = €° est I et son ensemble AL }/

L Bl

images est 10, e [ 2 4% 1
2) Lacourbe de la fonction passe par les points (0, 1) et (1, € lim e —o |
3) f(x) =€° estune fonction injective admet e réciproque qui X

est appelée fonction logarithme népérien. i gm=g
4) On utilise le symbole exp (x) pour tracer la fonction f dars un RO

logiciel.

Fonction logarithine nepérien
Elle est une fonction logarithmique de base e , fixi=lnx , x='*

Remayuez: Fy !
1) L ensemble de définition fonf(x) =Inx est ®* etson T 7l -
ensemble images est ¢ A& : ] -
2) Lacourbe de la fonction passe par les points (1 ;0) et (¢ : 1) i 7 I ol -
: d s S
3) Elle est une fonction réciproque de 1a fondtion y = &* i ] "‘:-h‘;\
~|

e N,
4) On wilise lesymbole In (x) pour tracer la fonction dans ~ *—— £, il

FEEIVIE

un logiciel. P f
5) Pour déterminer une valeur approchée de In 10, on doit %

raper les cles: lim [pi=co,
Start — = eat

On trouve que In 10 = 2302585093 a9 décimale pres. El‘_flu el
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

Propriétésde logarithme népérien MNotriliE s i

Lelogarithme népérien ales mémes proprietés du logarithme

déja étudiées. | Pomeeeon | |
Sixeltt | yelt | ae ¥ - {1} alors: ? i = i i
: P
W= = 1 A { =a : : : :
1) laforme Inx y est equivalant a la forme &' = x x:a\; y=InX
2) Inx=x 3) me=1 i '
e - m.se +“I
4) 11 =0 5) log Xx= llﬂ_-“. (propwigté du changement de la base)
& Ia

Pourtout x, yeli* ,nef
6) Ixy =Inx + Iny 7) n=® =lnx -lny
¥

8) Inx* = nlnx 9) hx xlne=1

Remarguez qu’on peut utiliser le logarithme népérien pour calculer des opérations de méme
fagon que le logarthme décimal, mais on aura d’effort car par exemple In 10 =~ 23026, Pour ce
la on préfere Mutiliser aux limites ; dérivation et la resolution des équations exponentielles et
logarithmiques de base e.

Limites et logarithme népérien

@ Exemple

@Démom-re’i;ueﬁm -1 _ina o a>0

=0 =

> Solution
Soit: y=a" -1, enx=0 alos y =0 (1
Alosa =1+ y prenant le logarithme de denx membres
Slnat =ln (1+¥) en utilisant la propriété de logarithme
Soxlna=In(l +y) alors: x = lnd+y) (2)
Ina
De (1) et (2) on deduit que:
/ In In
im Ll g Y pastim 0 fim
x g |
Ina Ina
=: 1 = . 1 = i:lla :J_ﬂ_a
lim In(l+y) " 111]'“;_.0 (L+y)¥ ©

y—.D
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2 -1 fonctian exponentislie et fonclion logarithmique

Remarque importants : on utilise Pexemple pricédent comme une régle pour réscudre des

exercices el nussi de méme pour kes limites suivandes :

log (1 +%) In(1+x)
(Mlim B =jpe (2}im =1
x-0 X a -0 X
] Essayez de résoudre
(3) Démontrezque: lim n[ln¢ + 1) -lnn] = 1
n—oo

@ Exsrcices 2 -1 -Fod

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@lim (141 cségalen:
E— 00 X
al § b 2 ee d g2
(2)lim (1+x)* estégaled:
x-0
1; i e
a a b &3 cle d X
a1 x_] 4
3) ]ﬂo S est égaled :
a 3ln2 b %1112 c.h:% d 2In3
@tm Bbx est égale A ;
-1 x-1
a g b 1 c e d e'l
Déterminez :
G)fim (1411 G)lm (141 G lm (14 L)mx
x—mo( “)‘ ot x—pm'( x+1 " Mm-joo ( m)m
N 1 x+7 e @ +2x) an g In{l4x?)
@) lim (T )x+4 9)lim — 0 lim %7
. ) Y. (x+3) k=0 X 9 K-»0 x2

Déterminaz les limites suivantes :

<= lim 4\ t3 P T ex-1 G 1 a=-1

11, = 12 lim 13

Y owse (1+I)! b =0 X 3 =0 X

— cotx 2x-1 s e In(l+3x3)
(14 Hm 1+4+3tan?x 15, lim e —_—
4 x-.o( ) 5 I—»m(?.x+1)' e x—=0 2x?
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lon_des fonctlons - LN

4

k3
A\l 1
En utilisant la calculatrice, compléez le rabeau suivant puis découvrez
lim -1

ﬂ—tu . 4

001

Découvrez:

0001 |.00001 | O |[-0.00001|-0.0001| -.001

999500

Revoyezl'exemple(4) delalegon précédante et verifiezvotre découvert.

% Apprendre

La derivée de la fonction logatithme néprien

Si fixi=e* alors f'(x =e*

De la définition de la déri’v'ée
f(x) = f(=+h) - f(x)

h_,() h

2 f () = lim b i et
h-0 h h—=0 h

= ; il § =
_exxhjl?—pﬂt I :]_e- K1l=e

. od _
l.eE-(e") =

@ Exemple
—— La dérivés de la fonction logarithme népérien
@ Déterminez la dérivée premiére dams ce qui suit:

a y:.!v;:+.3u=3’L b y:xse"‘ [ yszi
©» Solution
a cy=x + 3 - ﬁ__erS (é’):'.’.x+3&"
dx
b ry=x'e* L x3i et +-e"i i
¥ d= d’:{.( ) d.'H.( )
=x e + 3 el=x e (x + 3)
misrforprinting Livre da | aleve -
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G e —ze*% (x+1)

d
d: 2xet

l_c- | o y:ﬁ _'_g T
- x+1 dx (x+1)° =+1)
] Essayez de résoudre
(l) Déterminez 9 dans ce qui suit
— .dx — — !.
laly = 2e*4 cos 2x 'E_"I"y = e*sinx l'n_n y = &
[=Ti %4
Beflexipn ciitigue . Quelle est la relation entre la pente de la tangente de la courbe y = €% a un

point quelconque de la courbe et I'ordonnée de ce point ? vérifiez voire réponse.

Deérivation en chaine

| d L dz
Si zest une fonetion dérivable par rapport a x , f(z) =e® |8lors i F=(ef)=e®+ =

a Exemple

(2) Déterminez la dérivée premiére dans ce qui suit

Ié:y: e‘? +3 b y:ﬁéﬂé‘—'x _G:-yi-(.éix‘_e-."_:g)i
> Solution
e W - Loy _ a5, d _ w45
|_a|__v,r_e3 E_B; xch(SJt'—P-S) 6x
b" = B0 X ‘E: Lt -i = BOE,
Sy = 3e® =k 3&FFE x ‘h(secx) 3 & . secx tan X
|£;| Ly = ,.(3'3;_3-23)5 % =5 (el'x B B—E—x}d D-E,h{ o '_).e-ﬂzr_l

] Essayez de résoudre
) Déterminez % dans ce qui sui :
'i_‘. y=2x+ % Iﬁ y:%.e'?'?? l:: }_r,Z(_B'Jx_F E.Ex}S

m Apprendre

Dérivation de la fonction logarithmique de base a

Si fix) = a alors f'(x) = @ lna

]

Remarguez que a = €™ (des propriétés de logarithme)

. lna=yne
Ca: a?‘ = [Elna] = ﬁﬂna J
alors i () = i-(eﬂﬂ) = &l® xlna = & xlna __ y=Ina

Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

= - A =) = 1 - dz
en génerale : = (&) = & Ina =

@ Exemple
Dérivation de |a fonction exponenticlle

'3) Déterminez % dans ce qui suit :

'.H.'yszﬁx b },:3{3:;?514-% [AR B 2-3%
©» Solution
lalsy=5x6 Y _s5den - 5x6m6
d=x d=

— ] a |
bl-- y = 33 - S 42 'jl_‘i' = (6x - 5) % R -S4+ o 1113

- ; : . d e d pm S a5 d
le] - = aonx ,95% - 5 emne d 5.5y, (5% 4 qsnx
gy = Ll“( ) =

= %% .5 x 2% In 2] 4 2% [ cos x]
=2 e 9% [In 25 4 cos x]

L] Essayez de résoudre

(li) Détmmjnez% dans ce qui suit :
"E|F:5&2+1x b yzgﬁdg_ﬂ_ EY:E'I:\: a;‘q—i

ﬁ Apprendre

Dérivation de la fonction de logarithme népérien

Si fx)=Inx, x>0 alars F'(xm=L1

=

Remarquez que lafonctionlogarithmicue est une fonction réciproque de la fonction exponentielle
8i y=lnx alors x=¢' (1

On dérive les deux membres de larelation (1) par rapport a x o 1= :_i (2)

De(l)et(2): onobtient oy, & cest-a-dire: 4 (In x) et
dr = dx X
Q Exemple
e Dérivation de la fonction de logarithme népérien
Déerminez la dérivée premiére dans ce qui suit;
— - 5 — lnx-1
‘aly=3x+lnx b y=(2x"-3)Inx c y=
In=x+1
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€ Solution

a2 "'y =3x + In x .‘.£i3+'d%(ln_x)13+1
s 4 . Az
bcy = (2% - 3)x .-.f_‘:z @2 -3)L(Inx + (tnn L@ -3

=@ -3) « L 4 10 Inx
= %[{2}15 - 3) + 10x°In x]

Inx+1)xd_(lnx-1)xL1
..  lxd X" (,14— )K:v ( ‘sl)xx: i
T Inx+l T (In x+ 1) T x(lnx+1)°

L] Essayez de résoudre

@ Déerminez %" dans ce qui suit:

' 1-2Ilmx

: In=x

Beflexion fotinue | Quelle est la relation entre la pente de latangente de la courbe y =lnx a un
point quelconque de la courbe et I'ordonnée de ce point 7 vérifiez votre réponse,

'a y=5-3nx b y=x"Inx cy=

Dérivation en chaine

. s U dz
© Si z est une fonction dérivable par rapport 3%, f(z) = Inz |alors: =~ [in 7= % =t

2 Six<0, alors: -d—i-[ln'{—x)]:%x—lz_i_

. 1 .
O Engénéral | MiX]=—  powtounrx£0

) -i [Inizl]== ol zest une fonction dérivable par rapport ax

z

& Exemple

@ Déterminez-r:[ dans ce qui suit:

- - . 2
2 y=1In(2x'+9) b y=x'lnx’ G'yzlu.xT?
b e
> Solution
i@ ] sz 3 _od 1 d 5 6x
|_-|.'.-_ ; : _dy_ d 3 3& -4
bl sy =3 Inxd ..F_-x‘i_:ﬂnxwﬁtux ey
X
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

= x4 x%x 3% +Inx® x 4%
=3x + 4 Inx’ = X' B + 41nx

i[ =T .) _m4T =+ -x x1 _ x+14
' =+7 = (x+7)"  x@=4+D

dx
] Essayez de résoudre

@ Deéterminez % dans ce qui suit:

2 y=In(x-3)° b y=2x"Inx* Gy =2
Inx
ﬁ Apprendre
Dérivation de la fonction logarithmique de base a
Si i =logx ,alors () = —
a xIna
Remarquez - (logx) = 4 o3| 1 i[ln'-:z:]=i. 1
a2 " &|na | e b ol Ruppel |
Alors it:lmgx) =1iwe Des  proprietics  de
- ® a logarithme
Inx
w A gn =— . & log
Enganéal & 2P = 0 i 2" ha
lia x'l""%.; =l
Dérivation de la fonction de logarithmique
a Exemple
@Déterminezgdaﬂsceqnisuit:
2y =lex by = log (3% - 2) © y=los (2x - 3)°
3 5
©> Solution
aly =l X o G Qe . L
3 d« x In3  xIn3
bl---.: 3—2 '_E:#
ol 1@5(3 ) dx  (3x -2)In5
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el y= 2log 12x - 3l g = Roxid B 4

(2x -3)1010 (@2x-3)ln10

ﬂEssayez de résoudre

@ Déterminez la pente de la tangente des conrbes suivantes aux valeuss de X données:
y—logf;x v o E=2 by—4lng(3x+1).x—l

yzlug-(?.x* —5)‘t x=1 d —3(Iogx) .
?}W&M estnne tangente alacontbey = In = ?IEl[lC!thI:I ¥

et coupe I'@te des abscisses au point A et I'axe des ordonnées an pnmt B. Déterminez la

o | e

longueur de AB egumnat- longueur

iB

> Solution ol

Pour déterminer la Iongneu'r-de-ﬁ , on snit e diagramme ci—coit

La pente de la tangente a un point quelcongue : ;l.g =1%x2, 1.1
X

= 2 x |
mpme—ge

. AB est une tangente a la courbe au point C(1; y) - x:

Alurs y = ui = dn? c'est-ddire C(1, -1n2) etence point
W 1, et 'équation de latangente AB en Cest: _t_l\\
dx X~
yv+ln2 = x -1

" AB coupe I'axe des abscisses au point A A+ In2, 0)
et conpe |'axe des ordonnée au point SB(O; -1 -In2)

Alors (ABY = (1 +1n2)" + (1 +1n2) .. AB =42 (1 +1n2)

ﬂEsstyez de résoudre

(7) Silanormale 4 la courbe y=1n2x an point A (1 ,In2) coupe I'axe des abscisses au point B
Déterminez la longueur de AB  a trois décimales prés.

Dérivation logarithmigue

Oun peut représenter une relation sous forme logarithimique par calculer le logarithme népérien

de deux membres de larelation et on utilise les propriétés de logarithme pour simplifier la forme
avant de faire la dérivée. '

# Exemplie

tE) Déterminez % dans ce qui suil:

aly = (x* + 5 by = [inx] =
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

> Solution
=(x* +5) On calcule le logarithme népérien de denx
membres de la relation
L Ilny=xIn(x + 5) On dérive les denx membres de la relation
par rapport a x
i:—y—lu(x +35) + S x 3% On mtiplie les denx memhres < y= (x + &F
b 4
__(x3+ 5)z 3‘3 <t In(x* + 3)]
b))~ y:-= [sin x]Po® On calcule le Jogarithme népérien des denx
membres de la relation
Iny = tanx lnsinx Omn dérive les denx membres de la relation
par rapport 4 x
LAY inx g d (Insinx) + Insinx x ~—(tzum)
v dx dx
=X o 1, eex 4 Insinx x secx
cosX  sinx
=1 +secxInsinx On mutiplie les denx membres » y = [sin x]""™

dy

S = [sinx]®"* (1 + sec"x lnsin x)

ﬂEssayez de résoudre
@Dét’emi._uez %dam ce qui suit :

aly = xX by = (simx)* ¢yt =3%x
(9) Védflationdune slation. Si y=e * {A*% ob -1 < x <1, Démontrez que:
(1-x)y=x"y
i©» Solution
oy =¥ 1/—114'—'; on calcule le logarithme de base e des deux membres
L lny = me® + Lln sk
l-x

ny = -x + —[111(1 + X) -ln(l - x)]

on dérive les deux membres de la relation par rapport a x

1 A (S I =1
bl § et e
> - i [1 x+1+x]

¥

! 1 5 =S |
y :—1—|— = :Lj‘l
y 1-x 1-=-
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SLA-x)y=x"y

L] Essayez de résoudre
b

®5i§‘“=ae? ,Démontrezque: xyy" + 2yy - xy- =0

& s 1

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées
()Si 9 = €%, alos ['(x) et égalea:

al e b 3% &) 9 ld] 3¢
@ Sifix) = ae*, alows ['(-2) estegalea: B B
(8) =f2) b) =f*(2) & -f-2) dlf(-2)

(3) Lacourbe delafonction f(x)= 1 + In (x - 2) est laméme courbe delafonctiong : g (x) =lnx
suivant latranslationr B |
a(l, 2) ha., -2 e (2. D

II:‘I.I

J 2,1

@ Le rapport de la pente de la tangente alacourbey = In 3¢/ x+1 et la pente de la tangente 3
lacourbe y=In 5»,)"_ =+1 en Xx=-aesk

(a)3:5 b 5:3 ell1:1 'd In3:n5

Détermmez la dérivée premiére dans ce qm suit :

&y *es“ 3@3‘* @y =06hH2

iy =i == 2y = mnx 43y = log (4x+ 9
3
e _ e r S ) 4_\ Ay 5
= 15y = _agn _ x
N4y I'ng'x; Y = 'sece’ J6y e* -5 ln%_ =

Déterminez la pente de la tangente de chacune des courbes suivantes aux
valeurs données :

_'JBK 'x:%
-3nx X =2
L. 2mlmx x:%




Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

Déterminez % dans ce qui suit :

X
@E)’EK:E.’ @x]_uy:SS @F:xsmx
By=¢ Gy =& @}':é
dy dy

Déterminez =2 |
dx

= dans ce qui suit :

& . = i)

AN RSN
=

e

Il

R
M
|

—6lnn, y=n

Répondez a ce qui suit:

i d'
@S[y:x—lni  Déterminez ~2 en x = 4
a dx

!

f""jq' w3 o= : . d oo x

29) Si e“_ﬂ,En .+ Demontrez que: — (&) = e

@ Siy = 7‘_..4_11 , Démontrez que (%' - 1)y' + 2xy = 0
x -

Détenninez les valeurs de x auxquelles latangente a la courbe y = 9%’ - 8lnx est paraliele
al’axe des abscisses.

&
oA

=

Ay

Déterminez I’ équation de la normale a la courbe y = 3¢ a un de ses points dont I'abscisse
est egalea -1

i&}j Len g s e | Sill production quotidienne d’une usine pendant une période du temps

t. est determiné par la relation y =400 (1 - & 030 Unités. Déterminez le taux de variation du
nombre des unites produites par rapport autemps pendant le dixieme jour.

N el A s i ; :
84 Application de lauie Si la production d'une

niche d'abeille est définie par larelation

y=(n+ 100) In(t + 5) en fonction du nombre
de jours n. Déterminez le taux de variaion de
la production de lamicheen t=5, t =15 &
en t = 20. Est-ce que la production du mille

angmente (ou diminue)?
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g} Aapprendre |

Jistdranle des Fnetians
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g’ vocabulaires
de base

Dy pbciproa e (primitive)
Infegral
Triggralinging

: comsate ahirane

@Mdﬂ pédagogiques |

= Cakulntrioe soientifiges

T lagldelde groghiime

[\

|

vy Découvrez MRS hix) =e%+5
D’apres 1'étude  précédente — ‘

du caleul différentielle, on  fomctionl gy g, d

sait que la dénvée de la ¢ Constant  dx LIEY)
fonction h par rapport 4 x ol

hix)=e*+5 est h{x) =e* J ) de

Si on nome la fonction h (%) L hi(x) =e* -f[xi

par f(x), alois on peut trouver dérivée de la fonction

par une opération réciproque une infinité de fonctions (F(x) + ¢) dont la
dérivée de chacune d'elle est f(x). Elles sont appeléss une famille des
primitives de la fonction f dont 1'une d’ elle est hix) o :

fﬁx) dx = HxX) + ¢ ot c est une constante arbitraire
Déconvrez Ia famille des primitives dans ce qui swit :

fix) = Se* 8(x) = gt | g(x) = %

% Apprendre

Intégral infini de la fonction exponentielle

5i K est tm nombreréel ot k+# 0
a]om:.re" de=¢*+¢
,f'el“‘dx:%-ekkacoﬁcestunemmmtenrhﬂraire

@ Exe:ple

f‘:l_: Trouvez : : \
al [ ax b [e® gy e Jgerdz

[ Solution
a fe""xd:z:%eh ¥
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

B ar= 3P s o it e (¢
- e -
o fseraz=8fc"d=8e=+ c=ae”+ c S an) de=a S oy de
Ll Essayez de résoudre
@ Trouvez . B B _
al fretdx b fe¥dz o J 6 dy d f3/3 e dn

ﬁ Exemple

@ Trouvez chacun des intégrales suivants :

= Ia"-l—e'x d b J“Sex—iegxdx
2 2e*
©> Solution ‘
:?_'.re:+e dx = Jr(e_"+.e‘x)r.tx

1
:i[.r(f:"dx—i-.je"‘dx] me

S =ik 6 Tt g0)ds
5 3&"?:;:—“ PR - YR =L 1) dxc+ f gtx) dx
= g—x - e+
Ll Essayez de résoudre
@Tmuvez: . . .
@) 22" 4 b Sl + 2e9 dx e Jx® + ¢ dx

Remargnez que: Si f(x) est une fonction dérivable, alors:

J et o prix) dx= ™ 4 ¢

’ Exemple

@ a [sinx et dx .t_;__._f_flxetzn dx
€» Solution
2 Onpose f{x)=cosx - F(0) = -sinx
S sinx €99 = 9% (s dx =~ 694
b On pose ﬂjx):x:+1 L P® = 2

" 2 -
Jaxer+ldax = 2f e +1(2x) dx = 2e¥ *14¢
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[ Essayez de réscudre
(3) Trouvez chacun des intgrales suivants ;
8 S (cosxefi™ 4 3x2)dx

b S (x - B eF-6x+5gx

Intégral infinl de Ia fonctlon logarfthmigue

4 — ¥ ; i O o 1 -
Onultmdxﬂn;x)-; od x>0, d;ﬂm X)= T olx<0

d =1 ! '
En général dx.]nhj - ot x#0
c-a-d la fonetion In Ixl ot x 70 est 'une des primitives delafomﬂhn%

Parconséquent: | J Ldx=lali+c ol x#£0

Multiples d’une fonction
) e
(8 Trouvez chacun des intégrales suivants :
(a)f2 ) f_7_
a J-xdx b J'Ihsdx
> Selution
"Li:'f%ﬂx=zf%di=21nl;| +c ol x#0
'_.Jfﬂnsd:u In-afl'd; g i+ e o x#£0
[ Essayez de résoudre
@) Trouvez :
= Ina = 4 _ —f ]nll
|l ) — ‘b (el
2 —dx _mensa; ,s;fﬂnﬂdx
ﬁ Exemple
(5) Trouvez chacun des intégrales suivants :
S ) By 0 [P
b 4L X e Ix
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Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

> Solution
‘a .r(Srq +-_5_fjdx=f3)13dx+fidx= >+ Slnlxl + ¢
x5 =

-

b f(i-i)dx:hdex—fodx:Zelnlxl-%+c
= e <

X <

B Gy g - 9SO - ket Lk
3= 3= 3x

3%
2

—'_‘-.x+%l_nlxl+-c oux #£ 0

) Essayez de résoudre
(5) Trouvez chacun des intégrales suivants:

— [ 6x*-5 = > 2 S = 3\
al f 7% 2 x b dx el (¢x -—2_F dx
W= B il
Remargunez que: Si f est une fonction dérivable T E = Tn e o
fix) £0, alors )

@ Exemple

@ Trouvez chacun des intégrales suivanis:

a f_* ax T e ¢ Jranx dx
142= x=+3=x-2
©» Solution
alos(l+ 2% =2 .-.f%ax:zf‘llifdx: 2log 1+ 2% + ¢
bl (£ +3x-2'=2x+3
2x+3

dx =lnlx® + 3x - 2l + ¢

5% +3=-

SN x

dgi=-Inl|cos &l + c=Inlsecxl + ¢

e Jranx ac= J

cOos8'x

Ll essayez de résoudre
(i) Trouvez chacun des intégrales suivanis:

=4 =+2)d
‘a f'cotgxdx Y [ c I*w
x +2x x +6x+1
G Exemple
@ ALalatis frlgLe . Si la pente de la rangente & une conrbe a tout point (x ; y) de
la courbe est égale a 3%+2 Trouvez I"équation de la courbe sachant qu’elle passe par le
X

point (e; 3e+5)
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©» Solution
On pose que "équation de la courbe est y = [(x)

FEyuistion de
*.” La pente de la tangent en tout point = .%"_ = &“‘ - e I:.‘:'w
| . = : o =ty
i ! _ +e -
cy =TS ax =3+ 2ydx ...,
s i Intépral
oy = 3x 4 2Inlxl +¢ o0 ¢ est une constante arbitraire | l
; o s pente de la tang.
*,* La courbe passe par le point (¢ , 3¢ + 5) . alors il vérific son ente i 1a coubbe
équation c-u-d 2,’,; =0(x)
e+ 5 =3 +2ne +¢ Se=3

Alors I'équation de lacourbe est: y = 3x + 2 Inlxl + 3

§J Essayez de résoudre
@ La pente de la tangente & la courbe de la fonction f en tout point (x : y) de la courbe est dgale
A et fle)= ]E Trouvez f(2e)

> : Le taux de variation de 'aire A (en cmO d’une plaque

métallique par rapport au temps t {en sec) est donné par la relation %‘- =¢ M ) 1aire de

la plaque au déhut est 80 emO rouvez aire de la plague aprés 10 sec.

> Solution
Aire de la plaque A = I%df = fe—-.ﬂ-ﬂ dt

s A = =10e 4o
Quand 1=0. A=80 Soe =90
Alars I"aire de la plaque en un instant quelconque A = 90 - 10e .1t
Aprés 10 sec aprés . L'aire de 1a plaque = 90 - 10e *! 86,321 cmO)

IJ Essayez de résoudre
(8 Sile taux de variation des ventes d'une usine est inversement proportionnelle au temps (en
semaines). Siles ventes pendant deux semaines el qualre semaines respectivement sont 200
300 unités. Trouvez les ventes de "usine aprés 6 semaines.

54 Malhématiques Pures Caloul différentiel et Intsgral 2017 -2018




Unité 2: Dérivation et Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques

@ Exercices 2-3 @

Choisissez la bonne réponse parmi les proposées:
sif=10+eX, f)=1, FO=0 ,aos £ estepaea:

al -f'(x) bl (=) el f"(x) dl £'(x)

(2)) Sila pente de la tangente d'une courbe en tout point (x ; y) de la courbe est égale a 4&7*
f(E)) =2, alors f{-2) est ézale a:

a4 b ge

[liea’]
3

m
i
@

Je

3) Jtan 0 d 6 est égale a:

a -lnlecsBl+c b -lncosB+c € lncos@+c d lncos @ + ¢
@.f_zlxe"-‘_ndx estégalea . o
a %e’rﬂ: b & +¢ € 2¢" ¢ d 46" + ¢
Trouvez les intégrales suivants:
G J e ax @S 3 + 269 dx @I - e dx
@) J el 3 dx OF BTt a0 S 25 (e* + 12 dx
3z Jx i =¥ ]
@-Iﬂ#dx a2 S22 e +! dx a3 J eizil dx
“ dx N ™ 's'eeb'x .
19 f 15) d 16 S x
\; 4= -1 <"f =4l = <"‘ tanx
/"'\IJ‘ SiN X + COS X P J‘ cos X l/“\j‘ sec X Anx
1700 — - d 18 d 19 " d
Nt SiN X - cos X % \) 1l +sin= s h4 sec -1 &
6o 1 - G f 2= 42, J (oex)” 4
{] dx 1 dx R AT % 2
4 (x Inx) v (= +1)° =
2 x -5 %
@y S 3 4x G S>> 4x G J et 2t gy
e 2 S+l =
1 + Inx)
[ I;dx -{Z} .r(—'dx
@ = In 3x & %

Tinlies o Sila pente de la tangente de la courbe de la fonction T en un

s .
point (x, y) est égalea 2e =, fi0) = 1, trouvez f(3)
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3

Lenombre e 1enombre e est défini par la relation

Jonction exponentielle de base wépérien et une fonction exponentielle de base e ou

XE i

f(x)=¢",

_fon_cﬁm dciﬂgﬂﬁihue népérien est une fonction logarithmique de base eon f(x) =In * etx e/l

P 8

Résumé de l'unité

bl"lld". -

e=lim (], 1):‘

X—co X

-
'h
"TLLLA

EiEs

g= lim [.]_ i XJ

x—=0

Dérivées des fouctions exponentielles et logarithmiques

LY

BYYTLLL

Fomction dérivée de la fonction condition
=X et x el
ol ) Efl_':!r..i “f' (=) f est dérivable
ax a'lna a=0, agé_'l_
In sl 1
- x#F0
L (=) f(-‘.-l‘i e f' (=) f est dérivable | f{x) #0

Intégral des fonctions exponentielles et logaridhiniques

Fonction intégral de la fonction condition
e el 4o x el
kX % ekx +c k=0
e . fi (=) o {; I est dénvable
1 Inixl +¢
= e
L. alE
E f (X} Iﬂ |f(2‘i)| +e l' est EEI‘.i.Vﬂl!lE v f(ﬂ) ﬁé U
—
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@ Exercices généraux

Choisissez la bonne réponse parmi les proposées:

::1:: La courbe de la fonction fix) = e '+ 2 est I'image de la courbe de la fonction g(x) = &

par la translaion

a2 3) b)(2; -3 ¢ (3; -2) d (3;2)
-’27; Sif'(x)=xf(x), [{(3) =-5, alors: " (3) est énalea
a 50 b 40 c 15 d| 27
f{:f Inx 4 estépalea
In =
al >i¢ b lic C 2x+c d loglxl + ¢
2 x =
@f L dxeteaa
n=x"
a 3ln Ixl+ ¢ b 3Inllnxl+ec ¢ Llinlxi+c d %h]lhlxl-l-c
-
Trouvez I'ensemble solution de chacune des équations suivantes:
G5 log(x - 3) =2 () logs (x+7) =5 @) *tl =20
@ a1 =50 (@) ne =2m3 Q7 =125

Trouvez chacune des limites suivantes :

- . 3n - . i
A1) lim (1+£)" r@? lim (_=n )‘
160 0 x—o o+l
. = dy
Dans ce qui suit, trouvez d_:
X
Qdy =Te -3 :1;5' = X+l
A7y =& + 3) Wy =xlnx
@y =_< 2y = X Ine*
— i:.-\. +l —

dly

d =

Dans ce qui suit, trouvez

. I
@ lim ( x-1 )
=

<y 2x+1

@y:?:: )
@'y:exln(x:qL 1)

ly = 1inet
=

’é_&‘:-x:eh‘ , y=¢et 1’2:3\, x=w, y=4Inn

Dans ce qui suit, trouvez ﬂ :

dx’

5} y=inx @ y=x'+ &=
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28 Si &V =x+ y ,demontrez que: (x &V - D) y'=2x-y &7
Q!: Si x*y=ablnx , démontrez que : %= y' + 55 ¥' + 4y =0
Dans ce qui suit, trouvez dEy: )
5@“}?:2*(X+ 1) ':I{_]\,:‘}':.5.1:"_,“"ﬁ

@}Tz(l—Sx}msz \L.”i}y:x;

Trouvez les valeurs de x auxquelles la tangente a la courbe est paralléle a 'axe |

B

des abscisses ol x > 0

i@'y:x]ln X r/-Sx‘y:iﬁln‘r
<
@y:x—‘—ﬂllnx @'}i:.‘ —§+lu%
(3_-!}:' Sixe 2 +¥ €T=2 , Trouvez d_i quandx =0
Trouvez les intégrales suivants:
@Ifi‘l dx &@fﬁd\ -:11_1:.[(%+4e'ixjdx
@f{%+xh13)dx 'ff@‘f(x:‘—%f?‘)dx &;fmtg:‘x dx

N ’ . t ;
35, Intersection avec les axes : Silatangente de la courbe y = € au point (2, e) coupe I'axe
cdes abscisses an point A et "axe des ordonnges au point B | trouvez lalongueur de AB

@El Equations de la tangente et de la normale : Trouvez les equations de la tangente et de la
nomale de la courbe y=x - 18 Inx en un point de la courbe dont 1'alscisse est 2.

) s £ s .

17, La proportionnalite inverse : 5ila pente de latangente de la courbe en un point (% : y)de
la courbe est inversement proportiomnelle ax . 51 la pente de la tangente est 2 quand x =4
et y=2. Trouvez y en fonction de x.

@ Paralldisme : Tronvez les valeurs de x (a deux décimales prés) amxquel les la tangente de

lacourbe y= iﬁ In %* est paralléle a I"axe des abscisses. |
X

Pour plus d’activités et des exercices : visite ke site électronigue www.sec.?m’m.ﬂmti's.mmag
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Epreuve cumulative ]

Choisissezla bonne réponse parmi les proposées:

il_: hm (14 1P est doale a:

X— @ =

a'l b e ¢ & d g-
{2:‘ m=eln’ , alors m est égale &

a | b 1 cle d!7

e

{i;i L’ensemble solution de 'equnation est In({x-3) + In(x-2)=In 6 est égal &
BJ){0. 5} b’ {5} c/{2.3} d; ¢
:4‘: Sif(x) =x- -3 InSx, aloss f'(2) est &ealea:

5
z b == d
211 1 c 3 6

Répondez aux questions suivantes:

N R .. _
S Dais ce quisuit, trouvez la premiére dérivée

3 ” # 'l'. I I:
a y=(x'+ 1)- b y=lnx - &% c y:lu[ﬂ]
-
l:li) Siy = e* + x , demontrez que : % -2=9(y - x)
B

N : .
7, Trouvez les intégrales suivants:

a fzx._—-l—sdx b IL c f 3 dx
x Jxe™ IxInx

F:J Silapente de latancente alacourbe delafoncion f atout point (x, y) de la courbe est eégale
a7-2¢ et iln2)=3, Trouvez [x).

Si vous ne pouvez pas répondre 4 une question, vous pouvez vous guider par le tableaun

suivant :
Question no ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8
Voir ‘ ;i ‘ 1 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 2 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 3
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A partir de la representation graphique de la courbe d'une fonction, vous pouvez déternmner ses mtervalles
de monotome (croissante, decroissante, constante), savolr les valeurs maximales et les valeurs mininmles
de 1a fonction et quelques proprictes de cette fonction. Fo utilisant un logiciel de graphisine, vous pouvez
dessiner la fonction et emdier son comportemnent. Cependant, ceci n'est pas tuujoufs disponible.

Dans cette unite, vous allez savoir plus de techniques dans le dessin de la courbe de 1a fonction a partir du
caleul differentiel ct en ntilisant les dérives de cette fonction (premmere derive et denxieme denve) pour
déterminer ses intervalles de croissanoe et décroissance, les valeurs maximales et minimales cn fonction
de la valenr X (valeurs maximales et mininmles relatives) et les valenrs maxinmles et miminales absolnes
d’une fonetion continue sur  Ja ; bf et la convexite de la courbe de fa fonction (vers le haut et vers le bas)
‘ainsi que I'éde de quelques applications pour trouver les valeurs naximales et minimales afin de vous
aider a modeliser et résoudre les problémes mathenmticques, physigues, et vitales.

~ Objectifs de I'unité

Alissue de cette urité, ’éléve cloit étre capable dle :

& Utiliser la dénvée premuere pour étdier la & Trouver la relation entre la counrbe d'une
croissance et décroissance d'une fonction fonction et la dérivée premiere.
.dé?m!t v r.-.ll . . EBrudier le comportement d'une fonction (lﬂ

3. Deéterminer 1"“'31’““— males ctmnimales ) oronie, valenrs mmximales et minimnles 2
PRy E’:“M- *;_i”“'.’l‘  laidede la dérivéc premicre

1 Déterminer les ,:..._'“f""_mlc"“imm'lﬁ i Tracer les courbes des fonctions polynomes

absolues Iﬁ e fouction dans wn imtervalle  jugon‘au noisieme degré seulement.

e, =




.- | .i Vocabulaires de base

o -

Fonction crolssante ¢ Valeur minimale refative = convexité

Fonction décroissante = Valeur maximale relative < convexitévers le haut
Valeurs maximales et = Valeur extrémale relative z  convexitevers le bas
minimales = Valeur extremale absolu £ point dinflexion
Valeurs extrémales:

= Pointcritique

=

I@ Legons de 'unité | LL;';P Aides W
es

Legon (3-1) Crowssance etdécroissance des fonctions |“ pédaggg]qu

Legon (3-2)  Valeurs mamimales et mininales
Legon (3-3)  Trace dela courbe
Legon (3 -4)

:  Caleulatrice scentifique
Logiciels de graphisme

Appleatons sur leg valenrs maximales et munimales

( {[_@ Organigramme de l'um'té)

Application de la dérlvation

trace de la courbe

: }

Etudierdef® —s  convexitédels

wou
v

Croissance et décroissance des fonctions - :
points dilinflexion

) v

Valeurs maximales et minimales relatives

}

—TP Valeurs maximales et minimales
e"; "%% ll_ T —— * o g

L
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"~|. Cro:ssanceiet decrmssance
desfonchons ‘g-

Q A apprendre

= Utilisation de la @Réﬂéchlssez et discutez

dérivée premiére _ = : Y
Lés figures suivantes montrent les courbes

2
des fonctioms et 2 on
les intervalles 3 go \} /

() =% -2x-1,

pour déterminer

de croissance et at

décroissance d'une gl = ' - 3x il _;\b 1 FAH
fonEAls: = Déterminezles intervalles de croissance SN

: Applications dela et décroissance de la fonction f (ix) = xX 2x-1)
viesur les intervalles < Trouvez la dérivée premiere de la
de croissance et fonction f puis étudiez le signe de (%) pour les valeurs de x
decroissance d'une appartenant a I’ intervalle de croissance
fonction. < Etudiez le signe de f(x) pour les valeus de x appartenant a

Uintervalle de décroissance
@ Va::h::rﬁ Répétez les étapes précédentes pour i" y
: Fonctlon croiseante déterminer le signe de g{(x) dans les

= ‘Fonction dacroksants intervalles de croissance et décroissauce de
la fonction g. Que pouvez-vous deéduire ?

a

_—‘--E.____-
P
L

Quel est la nature de 1'angle que fait la -2
tangente dela courbe aux points d"als cisses E'E;x} =33y |
% dans les intervalles de croissance avec la

Q Aides pédagogiques | direction positive de 'axe des abscisses ?

Caleulatrice scientifigue E
) . A apprendre
= Logiclels de graphisme —

A

Ftude de Iz monotonie  Etude de la monotonie d'une fonction 3 I'aide de la dérivée premiére
d'une fonction

) )
il £ Soitune fonction £ dérivable sur ]a, b [:
Résoudre équation = ! ; i
el (xfiu' ﬁ 1- Si f'(x) > 0 ponr tout x< Ja, b
L :
Eﬂuﬁy!&g‘lgwd& | = alors [ est croissante dans Ja , b [

2- Sif'(x) < Opourtout x=]a,b|
r ' | _ aloxs f est décroissante dans Ja.b|
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

) Exemple o ) ] s -
Détermination des intervalles de croissance et décroissance

[ 1_ ) Dé&erminez les intervalles de croissance et de décroissance de Ia fonction fou f{x) = x* -3x+2

> Solution
) = % - 3% + 2 est continue e dérivable dans R
SR =3 -3 =361
Onpose f'(x) =0 3 -D=3(x-Dx+ D=0
S f(®)=0quandx=-1 et x=1.". Ledomaine de la fonction est partage en 3 intervalles
On étudie le signe de * dais ces intervalles comme mouitre le tableau suivant -

f est croissanie dans J-oo,-1] = somn =] 1I oo

f est décroissante dans A% : i

f est croissante dans i 1, m [[ 2emdtiny B = =
Remarquez que : Comportement de [ (x) / \ /
1) Quand on wilise I'un des programmes pour tracer la "

courbe représentaive de la fonation (lafigure ci-contre) T+

Ontrouveque lecomportement de lafonction corres pond I ,\ -

au resultat obtenu dans le tableau. 3 ,\ il[fm =3 _3x 4 2}
2) La tangente de la courbe fait un angle aieu avec la [ T \ } =

diredion positive de 1'axe des abscisses dans les 2 L ™

intervalles de croissances et un angle obius avec la --"

direction positive de 'axe des abscisses dans les
intervalles de décroiss ances.

3) Les valewrs qui séparent les intervalles de croissance et de décroissance sont les valews
auxquelles la dérivee premiere est nulle ou indefinie.

L] Essayez de résouwdre
(1}' Deéenninez les intervalles de croissance & de décroissance de chacune des fonaions suivanes:
alf(x)=x' - 9x° + 15x b gx) = =

-

= +1

"~ ) Exemple

Fonctions trigonométriques
[2) Déterminez les intervalles de croissance e de décroissance de la fonction f on
f(x)= =+ 3sinx, 0<x<27

> Solution 3 3
f est continue et dérivable dans 10, 27 [ Signe de f'(=) + 0 - 6 &
AP ® =1+ 20mx Comportement de f(x)| 7 | | "

Etude de ' (%)
1
1+ 2ecmx =0 . COSX = -T9

T xe]0.2 a[ PR =
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3-1 Croissance et décroissance des fonctions

Remarguez que:

En x = % P®=1>0 . fest croissante dans 10 .%[
Enx=7a f'ix) = -1 <0 .. fest décroissante dans ]%’T%[
Enx = 3T;r fr x) =1>0 .. fest croissante dans ]% 2 x[

] Essayez de résoudre
@Détemline_z les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction [ ol
AXN=x-2oxx 0<x<20

kY
=4l = Lafigure ci-contre montre lacourbe repiésentaive p d'_‘l.]_
de f(x) de la fonction f on {x) est un polynome. 4 NG _
RV ENE B
2 Déerminez les intervalles de croissance et de décroissance de la [~/ TN
fonction f ) i A
! y |\

1_-? Trouvez I'ensemble solution de I inéquation ' (x) > 0

@ Exﬂple

@ Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction g ol g (%) = 2In X -

©» Solution :
¢ (X) est dérivable pourtout xe = ° x Q@ 1 ®
LY Signe de g'x) 0 -
e B Comportement de g(=) / \\

Etude du signe de g'(x)

Sig'(x) =0 Sx=1loux=-legi*
Six<l Sog'(®) > 0 d'olg est croissante dans 10, 1[
Six>1 S 2'(x) < 0 d'ong est décroissante dans |1, o[

ﬂ Essayez de résoudre
"’Zi) Determinez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction fou fix) = x-¢&*
et en utilisant le programme GeoGebra tracez la courbe représentative de la fonction f puis

verifiez la réponse.
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

@ Exercices 3 -1 @1

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de croissance et de décroissance
de lafonction f:

D = & -4x @D = (37 G F = -6x+5
@1 = 9x-¥ GO = x' +4x (& F) = 2-3(x2)°
= _ 1 e _ ®m=2 o B ¥ =1
Ers Loy OZ{L e IR ="
10)f(® = x+ Inx {0 = 3-Inx {20 F(x) = 5 -2

Répondez aux questions suivantes :

i3} Démontrez que la fonction f o £%) = tan x— x est croissante dans ] 0 ; %

itl: Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fondion f ol
fix) =1-sinx, 0<x<27

is:‘ Si f e g sont deux fonctions dérivables f'(x) < g' (%) pour fout x € £ , démontrez que la
fonction h on h(x) = f(x) - g(x) est décroissante pour tour x € [
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EL7
P

Valeurs muxlmaIeS‘et-

mlmmules (Vuleurs extremales)

0

AR W

@ Réfléchissez ot discutez
@ A apprendre

Soit fune fonction continue dans [a, b], lafigure ci-contre représente la
courbe de la fonction

Paint critique
= Valeurs maximales et

lhalei Tl 1- Déterminez les intervalles de [y § [ T 1]
diunefonction croissance et décroissance de la Ly =H(x) f ‘-\
Etude de la dérivée fonction J 7
oremiére des valeurs | 2 Six=cy, quelle est lavaleur de /
maximales et minimales (cy)? Decrivez le comportement de
w X
refatives. fdas ] a, o [ f(c;) est-il la plus < . . . e
Trouver les valeurs grande valeur defdass Ja, o [? v 1
axttgraladiumi 3- Sif' (o) quelle est la valeur de
f5nction dansun f=¢?Décrivez le comportement de fdans ] ¢), e[ f{e) est-il la
intervalle Ferms. plus petite valeur de f dans J¢,, ¢ [?
4- Pouvezvos trowver f' (cy)? Expliquez vos réponse.
g@ Vocabulaires e - "

dakinis Décrivez le comportement de f dans Je, b [ [ (&) est-il la plus
Point criticue grande valenr de f das o, b[?
Valeurs maximales g Point critique

: =
relatives £ Sait fune fonction continue dans Ja ; b[, on dit que( ¢, F(c))
Valesiex minimales 8 et un point critique il vérifie I'une des deux conditions
relatives suivantes c=]a, b [, f(c) =0 ou f n'est pas dérivableenx=c
£ Valeurs extrémale

absolues De lafigure précedente, on deduit que : (¢ ; F(c;)) e (& ; [ (c)) sont

. . " des points critiques car [ {¢p) = '(¢) = 0 ainsi que (¢, ; f{cy) est un
g;pmdﬂpedagnglques . .. - - . i P
point critique car f est continue en x= ¢, et n'est pas dérivable (dérivée
calculatrice scientifique. | a droite # deériveée a gauche).
: Logiclels de graphisme
>, g Valeurs maximale et minimale relatives

Soit f une fonction contenne dans un intervalle [, c= 1,
Sif(x)< f(c)pourtourxe]a, blon]a, b[CI:

¥4 f‘-kw,_“LM | alors [ atteint nne valenr maximale relativeen x = ¢
'E{'{T Sif(x) = f(c) pourtomrx<]ja, b[ oii]a,b[CI:
| j alors { atteint yme valenr minimale relativeen x = ¢
[ HJ
B Vidleim & Trmnle
g 4“"‘" i
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

Remarguez gue ;
Dans le paragraphe réfléchissez et discutez: en x = ¢ @ X = ¢; lafonction ateint des valeurs
maximales relaives ¢ et en x= ¢, lafondion ateint une valenr minimale relative

Etude de la dérivée premiére pour déterminer les valeurs maximales et minimales relatives

—llﬁ A apprendre

Si fix) est contenue enx = cef (¢ ; f{c)) est point critique ol ¢ € un infervalle ouvert contenant ¢

T- Sif(x) >0 pourtout x< cetf'(x) <0 pourtout x > ¢, alors f(c) est une valeur
maximale relative

2- Sif'(x) <0 pourtout x < cet I'(X) >0 pourtout x > ¢, alors () est une valemr
minimale relative

4 \ &, |f

N
N/
' oy =(0 i
= ﬁ\:: ' (x) | \ /J' Ty > 0
II[IXLL“T! ‘ I'}{ﬂ \—-J II l..‘f—
] \ £l
f L]

e
-

VE ; h > vy | b

1 () est une valeur maximale relative en ¢ T (c) est une valeur minimale relative en ¢

4

3- Silesiene de f (%) ne change pas au voisinage de ¢, alors la fondion n'atteint ni de valeur
maximale ni de valeur minimale relafive.

,E Si fest contenu dans ] a ; b [ et elle atteint une valen: maximale ou minimale
2
=

1elativeenc =]a:b[aloisf (c) =0 oul (c) n’existe pas

Etude de la dérivée premiere

Exeﬂple

’1 Soit f(x) = x* + 3x° - 9x - 7, trouvez les valewrs maximales ou minimales relatives de f

©» Solution
1)Détermjuatiou des points critiques : f est continue et derivable
S(x) = 3% 4 6x -9
= 3(x"+2x-3) = 3(x+3)(x-1)
pourf'(x) = 0

Déterminez étadiczlde . oo nainale rerlative
SXx=3oux=1 les points —. signe de

sont deint poinls critiques
Les points eritiques sont : (-3, 20) , (1, -12)
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2) Le tablean ci-contre montre I'étude de la dérivée premiere

| T
3) Anvoisinage de x = -3 = -0 3 1 @
le siene de ' (x) change de positif | Signede f'(x) + (? < t} +
(avant x = -3) an négative (apres x = -3) | Comportement / Tﬂ\_u/’
def(x) |

2 f(-3) = 20 valeur maximale relative.
Au voisinage de x = 1 le signe de ' (x) change de negatil
(avant x = 1) au positif (apres x=1)

. (1) = -12 valeur minimale relative

u Essayez de résoudre

:1:, Soit f(x) = ;—33 -9% + 3, trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f

Exemple _ —
, La premiere dérivée n'existe pas

L]

igl Trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de {51 f(x) = <’ (2% - 5)

&> Solution
La fonction [ est continue dans son domaine x € 1
1) Détermination des points critiques; [ {
L ) 2 ;
fr(x) = %x’-‘(zx S5 &2 (y=iw )
L X
22x-5+3x] _ 10(x-1) X £0 " / .
3V 34 = 19 ]!/3r
* [ estcontinueen x = 0, I'(0) o existe pas -1 7
. Faun point eritique (0, F(0)) =(0,0) [ /
fix) =0 pour x=1.". 'aun point critique qui est /‘3
(1, f(1)) c-a-d. ( 1, -3) comme indique la 1| :
figure ci-contre . A = 9 1| =
“ 1] E\E;.'::Sm - 0 s
2) Le tablean ci-contre montre 1'étude de la | Sigue de f'(s) i |
o i K1
dérivée premiere. Comportement / \\ /v
3) En x = 01l y a une valeur maximale de f (x)
relative =0

Enx=1, ilyaunevaleur minimale relative = -3
EEssaye: de résoudre

@- Démontrez que la fonction fon f(x) = ¥x° atteint une valeur minimale relative.

Reflexion crltliale; La fonction f oin £ (x) = x* + 3% -4 atteint-elle une valeur maximale ou
minimale relative ?.
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

-~
¢* ) Exemple ., ions rationnelles

'}; Déterminez les valeurs maximales et minimales relatives de lafonctionfon f(x) = x+ 4

©» Solution *
Le domaine de lafonction { = ® -{0} 5
1) Détermination des points eritiques : f'(x) = 1-4x~ = —— La fondion atteint deix
<

points critiques (2, £2)), (2, f(2)) cad. (2,4 ,(2, 4.
2) Le tablean ci-contre montre |’ étude de la dérivée premiére (Notez quex =0 2 domaine

de la fonction). - ‘ = =
3) Bn x= -2ilya une valeur | S 9 =
maximale relative = 4 Signede '(x)| + | - - *
En x = 2ily aume valeur |Comportement ‘ \ /'
minimale relative = 4 d (=) / \\ 4

Notez gque : valeur maximale est plus petite que lavaleur minimale

lechnologle . Tafigure ci-contrereprésente laconrbereprésentative
de la fonction fen utilisant I'un des programmes.

)
=

Comparez entre le tablean des signes ef sa courbe Que remarquez-
vous 7

Py oo &
=T
N

L] Essayez de résoudre

L
==}
=
Cad
g
-
Bt
Y
- o1
=

=2
= '
(:i) Déterminez les valeurs meximales et minimales relatives de la B
fonction f o fix) = = K4 i
l-= i g

Eﬂ A apprendre

Les valeurs extrémales d'une fonction dans un intervalle fermé

Deéfinition des valenrs extrémales :
Soit [ une fonction définie dans I'intervalle fermé [a, b] etc = [a, b]
1) Sif(o) < ix) pour tont x £ [a, b] alars [ (¢) est une valeur v A a5
minimale relative dans [a; b] 5 >
2) Sif(c) > fix) pour tout x € [a, b] alors f (¢) est une valeur 4 “m/(?ham'_h
minimale relative dams [a; b] 3 ﬁ"'ﬂ =%+ 1:)
= La valeur minimale et la valeur maximale d'une foncion £ Ll
sont appelées les valeurs extrémales de la fonctions dans cet  (IT)1 absalud | %
intervalle. - 0] I 4

= La valeur extrémale peut étre en un point a |'intérieur de
I"'intervalle ou en extremites de 1" infervalle

g Silafoncion est continue dans [a ; b], alors la fonaion ateint une valeur maximale
§ absolue et une valeur minimale absolue dans [a ; b].
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f est continue La fonetion 4 des points

Pour trouver les valeurs extrémales albsolues sur & ; b] eritiques encetd
de la fonction f dans [a ; b], on suit les etapes ‘—l—‘
s“"_m"ta: f () f(h Tie) £
< On calcule f (a) , £ (b) , e la valeur de la b *
fonction pour chacque point critique. Compar
< On compare les valeurs précédentes; la plus
grande de ces valeurs est la valeur maximale | T plis grantle z&ﬁm‘l’ﬁﬁt"
; \ valewn est une ur est une
absolue et la plus petite de ces valews est la :mxﬁmhabsnlun * minimale absolue

valeur minimale absolue

@ Emﬂ:le

\:-lh:, Déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction foit f(x) =x* - 12 x+ 12, x & [-3 , 3]

> Solution
) = 23 -12%% 12, x€ [3,3]
- fi(:3) = (3) - 12(:3) + 12=21 (1)
G = (3 -1203) + 12=3 2)

frx) = 3x-12=3(x-2)(x-2)
Pour déterminer les points critiques, on pose £ (x) =0
“X=2e 3,3l oux=2€[3,3]
En x = 2 il existe un point critique et f(2) = 4 (3)
En x = -2 il existe un point critique et f(-2) = 28 (4)

Diapres 1,23 ;4 lavaleur maximale absolue est 28; - 4 est lavaleur minimale als olue

L] Essayez de résoudre

@ Deéterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction f on
4=

2 f(x) = 10xe * xe[0,4] b if(x) = ~xe bl 3]
Remarguez ue : )
¥ [ &5 't YO
‘I‘: J e :: " | abielue
T o W s
fix) =x2+1 L x=]1,2]
(v:-l-l,ll-(ﬂl / b
W, =

<lE i ['”l T lue
= I 3 bt F*ﬂn B

Figure (1) Figure (2)

=
-ﬂ
—
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

-.L ; -‘]
] 5 Z .",f..'L
\’i‘.'r!:" Exercices 3-2 \qe

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives
(s'elles existent) de la fonction f en déterminant sa nature:

P P — A
A/ 29 | 2, '*'1 '\\/ v '\3/| | ." ¥
{ o ‘ = \
- - 1 -
2 P N )
g T 2 B
A
p i,
- .
Pl 1r

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives
(s’elles existent) de la fonction f en déterminant sa nature.

(4: Mx) = x3 + 3+ 2 ':Sj [(x) = x% - 2x2
f{:}f[xl = o= xf f‘:?') f(x) = 3x° - 5x%

2 . ; y
(ﬁ:-ﬂx} =3 -5 :9: Fix) = (x +2)°

Drm=x+-2

ﬁﬁ;‘ [x) =%+

>

i 3 A
{2ty = - {8 fx) = de
li4:'f{x}=e“13—x) iﬁ)f(x'}:e‘+e"‘
ti__r::-ﬂx} =X -Inx {f} fix) = Blnx - x*

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction f
dans 'intervalle donné:

(8 fx) = x¥-3x=1. xe[2, 1]
§9) f(x) = vx-1 ,xe[2, 5]
%) f(x) = sinx +cosx, x €0, 27|

il} fix) =xe™, xe[0, 2]

Répondez a la question suivante :

%2) Réflexion créative : Si la courbe représentative de la fonction fix) = ax* +bx* +ex + d
veritie les conditions suivantes a la fols :

a passe par [ point d origine. b atleint un point critique en x = |

¢ 1'éguation de la tangente au point (2 ; {211 qui lui appartient est Yx + y = 20 Trouvez les
valeursdea: b cetr d
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Trace delacourbe '~
representative'd’unefonctio

@ A apprendre

= Détermination [es

intervalles de convexité

de la courbe d'une

fonction vers la haut et

vers le bas

Trouver les paints

dinflexion de la courbe

d’une fonction

:  Létudede la deuxigme
dérivée pour déterminer
les valeurs maximales et
minimales relatives

Convexité

Convexité vers le haut

Convexité vers e bas
=  point dinflexion

(£ Aides pédagogiques

caleulatrice scientifique.

Logiciels de graphisme,

A

%ﬁ% Découvrez

La figore ci-contre montre la courbe

représentante la fonction fon f(x) = %-x—j‘ JXe

Remamuez qoe la fonction est croissante

dans 4. Pourquoi ?

Ladirection de la convexité de la courbe dans
I"intervalle J-co ; O] est-elle differente de celle
dans I'intervalle 10 ; « [?

Quelle est la position de la courbe de la

fonction par rapport a ses tangenies dans

I'intervalle - ; O[. Est-ce que la pente de la

tangent  (X) croit ou décroit en croissance de
% 7 Que powvez-vois déduire ?

Quelle est la position de la courbe de la fouction par rapport a ses
tamgentes dars 'intervalle J0 ; «[. Est-ce que la pente de la tangent

f'(x) croit ou deécroit en croissance de x 7 Que pouvez-vous deduire ?
Convexité des courbes

._E__ Soit f e fonction dérivable daxs [a . b | b conrbe de b fonction
% est convexe vers le bas si £’ est croissante dans cet intervalle et
0 convexe vers le hautsif ' est décroissante dans cet intervalle,
Y ' )
4
,/
(y=fx) L~ -(_E'zf(,
g o y =ix)
- € '_..-"' |{1) Ié.\i >
= —'ﬂﬁ iy - * / .
hs | 1' t ¥
La courbe est convexe vers La courbe est convexe vers le
le bas. f ' est croissante el sa haut. f ' est décroissante el sa
dérivée est positive dérivée est négative
f*(x) >0 f"(x)<0

Siladeuxieme dérivee d une fonction n’est pas nulle, on peut etudier la
monotonie de la premiere dénvee [ (x0) et determiner les intervalles de
convexite de la courbe de 1a fonction
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

Etude de la deuxiéme dérivée pour déterminer la convexité d'une courbe

v Soit f une fonction dérivable deux fois dans Ja ; b[
1-Si (%) > 0 pour tout x = Ja; b[, alos la courbe de la fonction est convexe vers
le bas dans |a, b[
2-Si "' (x) < 0 pourtout x Ja; b, aloms lacourbe de la fonction est convese vers
le haut daie Ja, b[

@ Exemple _ . . ) )
Détermination des intervalles de la convexité d'une fonction polynéme
!" Soit f(x)=2 - 3% - % . Déterminez les intervalles de convexité vers le haut et vers le bas
de la courbe representante f.

> Solution §
f est contenue et dérivable pour tomt x 2 §

'@ =-6x-3%, f"(X) = 6-6%x= -6(1+%)

-

g

-
L 28

'"(x) =0 pour x = -1 . 3 \_; 0 ]
Letablean ci-coniremonire: < &5 _'1 == e
lesigne def;"‘et les intervalles signe de £ 7 (I) ) I"!wr

de convexite vers le haut | ST G P C:ET:EE H C:(:‘I’:;E
et vers le bas de la courbe = bas hainf

representante de la foncrion £
La courbe de la fonction est convexe vers bas dans ' intervalle J-eo, -1] et est convexe vers
le haut dans intervalle -1, o[

L) Essayez de résoudre

‘:i" Déterminez les intervalles de convexité vers le haut et vers le bas de chacune des courbes

représentantes chacune des fonctions suivantes :
a flx)=x"-4x+2 bl o(x)=x*-4%°

erlinologle, En mtilisant 1'un des logiciels de graphisme, tracez la courbe représentante des

deux fonctions fet g on f(x) = ¥ = . fix) =% . D&eminez les intervalles de convexité vers la

haut et vers le bas puis vérifiez la répoise en utilisant I"étde de la deuxigéme dérnivée

Remamuez ue : ladirection de convexité est variable de haut vers le bas ou de bis vers le hant

en un point auquel la dériveée seconde est nulle ou n’existe pas.
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3-3 Tracé de la courbe représentative d’une fonction

E Pointd’inflexion
i Soit f me fouction continue daus Ja, b[, ¢ = ] a, b[ et nne tangente de la conrbe passe
par le point (¢ ; ). Ce point est appelé point d*mflexion de la courbe s’il change de

COnVexile.
2 3 1
C C
e
c
Pour les conrbes 1 ;2 ; et 3, il existe des points pour la courbe 4, il n’existe pas
d’inflexion car la conrbe est sitnée de part et d’autre du point d’inflexion car au point
de la tangente passant par le point C C ne passe pas une tangente

Remarqunez que:
1~ Latangente an point d'inflexion coupe la courbe de la fonction car la conrbe est sitnée de
part et d’antre de la tangente passant par le point d’inflexion.

2« Dans la fignre ci-contre Il existe deux points \ I T I
d'inflexion de la courbe de la fonction f an point \ = s
d’origine (0, 0) et I'autre au point B (2, fi2)). \\"

) Exemple b 4 O] N2 4 x

P Convexitéet point d'inflexion 10 \%‘

- | x4 Si x<-2 - $ i\//

(2) Soit f(x)=

¥ =32 S x>=2 ¥

Déterminez les intervalles de convexité de sa courbe, trouvez les points d'inflexion et
I' équation de la tangente. en ces poiuts si elles existent.

> Solution
La fouction f est définie par deux régles, son domaine est R. Elle est continue en x = -2
f2) =f-2) =K-2)=0

i f(-2+4 1) -f(-2
f'(—Z') - 1].:1‘11_-0_ ( 13 ( )
i 2+h)7-4.0 i
= T, ‘L =M =4
v(g4y _ lm f(-2 +h) - f(-2)
PE20= e M
i 24+hy -3(2+0)+2-0 i 4
e SN0 im0 e n+9)=9
P2 # (-2 .. la fonction n'sst pas derivable en x=-2
2x Si x<-2
f'(®=1 3x2-3 Si x>-2
nexistepas Si x = -2 [F(-2) # £ (-29]
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

-3

83 x<2
) =

ox St x>-2

Le tablean suivant montre le signe de " & les intervalles de convexité de la courbe de la

fonction. } )
| y
X | -m _|2 C|' —
Signe de [ + “":::'“ . + \ / 3\ [
Convexité de S st T N \ I “ \ /
la courbe 1 /
X

Intervalles de convexité : |a courbe est convexe vers le bas < ’ \ 7 >
dams T 2[, 10, [ et ver le haut dans -2, O[ 1y L

Point d infleion :
2 Lepoint (-2 ; £-2))=( 2 ;0) ' est pas un point d’ inflexion bien que la courbe change de
convexilé car il 0’y apss de tamgenie en ce point (f {X) 0 existe pas)
= Le point (0 ; {(0)) =(0; 2) est un point d inflexion car la courbe est située de pan et d autre
de la tangente qui la coupe ence point dont la pente = - 3 et son équation est y —2 = 3x
{ comime montre la figure)

ﬂ Essayez de résoudre
i (x + 3) 8i x<-1
(2 Soit f(x) =

" 1 i :
3x--%° Siox = -l

y & | y=1"(x)

Déterminez les intervalles de convexité de sa courbe, trouvez les

points  infllexion & I'equation de la tangente en ces poinks,
Reflexion.ciitigles: La figure ci-contre représente la courbe de
f"(x) dams | -2; 5[ de la fonction continue £

= Déterminez les intervalles de convexité de la courbe de la

= g

L
, B

Wk

fonction fs’ils existent. 2z
= Y a-t-il des points d'inflexion de la courbe de la fonction f ? ) 4
Expliquez la répomse.

Etude de la deuxiéme dérivée pour les valeurs maximales ou minimales relatives

E Soit la fonction [ dérivable deux fois sur un intervalle ouvert contenant ¢ ot f '(c) =0
B 1) Sif' <0 alors [(c) est une valeur maximale relative.
:E 2) Sif'ic) >0 alors f(c) est nne valenr minimale relative.
= 3) sifmw=0 alors I'étnde de Ia denxieme dérivée n’est pas suffisante
pour déterminerla nature du point (c ; f(c)) (soit maximale
on minimale).
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3-

3 Traceé de la courbe représentative d’une fonction

F 3 y [

R O =
NI =0 ;E{
f}"“"{“ Afeuitey—=0-

fC = 0 -

= Lot -
L S L2 S
f (©) est une valeur f (©) est une valeur
minimale relative maximale relative

@ Exemple

{ .';_ } En utilisant la deuxieme dérivée, déterminez les valeurs maximales el minimales relatives

de la fonction f oit f{x) =x*-8x" + 10

> Solution

Comine [ est nne fonction polyndme, donc elle est contiune dans 13

fx) = 45 - 16x = 4x(x° -4, f(x) = 12x°-16

f(x) = 4x (x° -4)= 0 la fonction a des poiuts critiques en x=0,x=2, x=-2

Etude de la deuxieme dérivée pour déterminer les valeurs maximales et minimales relatives:

Erx=0 frry = -16 <0 oo f{(0) = 10 valenr maximale relative
Eox=2 f''(2) = 32 >0 .o f(2) =6 valenr minimale relative
Enx = -2 ' 2y = 32 >0 . K<2) = 6 valeur minimale relative

ﬂ Essayez de résoudre

o
3,

I Domaine de i
Tracé de la courbe représentative d’'une fonction polynéome *
Le calcul différentiel est ntilise pour tracer la courbe

En utilisant la denxiéme dérvée, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives de la
fonction fonf(x) = x* - 3x° -9x Vérifiez la réponse en ntilisant une calculatrice scientifique
on nu logiciel de graphisine.

symettrie de £ =1 (x)
la fonction ‘.

d’ une ﬁ)nct-.iou. Il dépend de sni‘.vre le cuml.!mjt_emeut Woins ciibpes |'Ca S giry

de la fonction f(x) quand X vare dans un intervalle 4 point dinflexion
donne et la représentation des conples (X ; y) dans un Intervalle de eruissaiice Imf:;m
repere orthonormé ot y = f{x). On étudie ici le tracé et de croissuce S T—
des courbes représentants des fonctions polyndmes Valeirs mi#:ﬂu a2

de degré inferieur ou égal a 3 c'est -a-dire de la forme minimale relatives
fix)=ax'+bx-+cx+d % Courbe de oo

Pour tracer la courbe de la fonction [ ot y = f(x), on

o fenction

suil le diag ramme ci-conlie coinme ce (ui suil -

1'

La courbe de [ est symetrique par rapport al’axe des ordonnees si [ est paire et symeétrigne
par rappoit an point d’origine si f est impaire,

Etndiez le comporiement de [ en determinant les intervalles de convexite, points d’inflexion
s"ils existent et les valenis maximales et minimales relatives 5" elles existeunt.

Etablissez le tableau de croissance, décroissance ef convexité pour déterminer I'allure de la
courbe et la nature des points critiques.

Trouvez les points d’intersection de la courbe avec les deux axes si cela est possible.
Déterminez quelques points particuliers appartenant a la conrbe ponr améliorer le trace puis
tracez la conrbe.

Ts Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral



Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

~ | Exemple
_p Tracé la courbe d'une fonction
'f_i‘? Tracez la courbe représentaive de la fonction f ou v = f(x) = % -3x+ 4
> Solution
1- [est une fonction polynome dont le domaine est R, Elle n’est ni paire ni impaire.
2- ['(x) =3x -6x=3x(x-2) (X)) =6x-6=6(x-1
F'(x)=0, Fades points critiques en x=0eten x=2
f est croissante dans | -oo, O , 12,2 [ e décroissante dans ] 0, 2
f'(x) =0 en x=1
f''(x) < 0 dans |-, 1[ la courbe est convexe vers le haut dans |

fr'{ix) > 0 dans ] 1, o [ lacourbe est convexe vers le bas dans
Lepoint (1, 1)) =(1, 2) est un point d’inflexion
3- Letableau suivant montre la croissance, décroissance et la convexité.

oo

= [= o |
0

o2

signe de f' -

comportement de f

e

—_—

signe de £ 0
Caiiviexied o S
i 1 t
y 4 2 0 y §
valeur minimale point valeur minimale
relative d'inflexion relative I
4- points d'intersection avec les axes : (0; 4) , (2;0) }
5- L zllure générale de la courbe de [ L o
Points particuliers (-1;0) ; (3;4) ! I LR
=4

) Essayez de résoudre

Q} Tracez la courbe représentdive de [afonctionf o vy = fix) = 12x- X

ﬁi‘u Exemple

L'allure générale de la courbe d’une fonction
LE, Tracez I'allure générale de la courbe de la fonction fou y = f(x) si
1- fest continue dars [1, 7], f(1)=-2./5) =4
2- ' 5)=0,f"(x) >0 quand x<5 ' (%) <0 quand x > 5
3- " (x)<0 quand 1 <x<7
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3-3 Tracé de la courbe représentative d’une fonction

©» Solution
Del: ontrace les axes. De2:En x=35 latangente // |'axe des alscisses
Les points (1;-2);(5;4) f est croissante dans ] 1; 5[ et décroissante dais
appartiennent au domaine [ 1; 7). 15: 7
De 3 : la courbe est convexe vers le lant dans ] 1;7[
¥ ‘ v A
T J ¥ 4 H /l\ g
5 : . . A N 1
i : i |/ ~
= L = i [
S 1y HE
T 24 4 35 ¢ 4 i l/s.a-qsti'
1 . | :'( :
by § P & ¥
v' 3

L] Essayez de résoudre

@ Tracez I'allure générale de la courbe de la fonction foit y = fix) si:
1- festcontinnedans [0, w[, A =3, K KO)=1
2- f'(x) > 0quand x >0
3- '"(x® > Oqguand =< 4, f'(4) = 0, f"'(x) < 0 quamd x > 4

@ Exemple
— Résolution d'équations

(_E.:“ Déterminez a et b pour que le point (1 ,12) soit un point d’inflexion pour la courbe de la

fonetion f oit f{x) = &’ + bx- r
> Solution

~~Le point (1, 12) est un point d"inflexion de la courbe de la fonction f (1;12)

=0 (. =12 (2)

f)=3ax+2bx . f"(x)=6ax +2b

de (1):6a+2b=0 S.b=-3a

de (2): a+ b=12 sa-3a=12 alos a=-6,b=18

El Essayez de résoudre
(I'_n) Deéterminez a et b pour que le point (2, 2) soif un poini d'inflexion pour la courbe de la

fonction f ot fix)=x"+ax +bx
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

%. Acti\nte
Utilisation d'une calculatrice graphique.

Por tracer la courbe de la fonction f ol fix) =% - 3x + 1 onsuit les élapes suivanre;
1- Appuyez sur menu puis chioisiss €z GRAPH, et Appuyez s .

2- Ferivez devant v1 la fonction que veut

l3r ‘et qu. BN

tracer en appuyant sur les touches : é’
suivantes :
Commance — [T.6,X) (~ | 31 -1 (3 (Te.xX) 'f::l_-__J a

-\
J

3- Pour tracer la fonction Commancez par — (EXE |
le graphique apparait comme le
montre la figure ci-contre.

4- Utilisez la touche =% pour Etudier la
fonction et conjucturer la monotenite
de la fonction et la convexiie.

|

Jecholosie . Comme c’est difficile de wacer les courbes
represeniaives de quelques fonctions,

vois pouvez utiliser le programme geogebra ou un auire logiciel de graphisme pour les (racer.

La figore ci-contre montre la courbe représentane de la T g = 2 + )2
n e
fonetion fou f(x) = ﬂ I - 1/1;—-
X+ 1 dvyrigimie Terfray :‘u- .-_-“L'-"

Remarquez gue : - ;‘
1) Points critigues : La courbe admet des points critiques en IEEEE DEEKE

X=-leten x=1

Quand = = -1 fi-1) = 0 valenr minimale relative,

Quand x = 1 K = 2 valeur maximale relative.

2) Intervalle de convexité: verslehamdams:]-o; /3 [. 10: 43 [
vers lebas dans : |3 ; O] |, /3 ; o
3) Point d*inflexion : Fn x=-43 . la courbe est coupée par une rangente
En x=43 , lacourbe est coupée par une tangente
4) Lallure générale de Ia courbe : les extrémités de la courbe se rapprochent de la droite
y = 1 qui est appelée I'asymptote horizontale de la courbe représentante £ dont I'équation
y=aola= lﬂln f(x) =lim LEERE g

b {SES Ixl—=w 3_:,[_1

Applcatiog. En utilisant 1'vn des logiciels de graphisme, tracez les courbes représentatives des
fonctions suivanres puis etudiez les propriétes de cliacune d’elles:

4
. g(x) =
- +3 -d=+3

x - dx
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3-3 Tracé de la courbe représentative d’une fonction

%- Exercices 3 -3 @?

@ La figure ci-contre montre la courbe représentante de la fonction f ol y=f(x).

Complétez: Ay
2 | Domaine f = ? "
b/ f'(x) = O quand x & & |
¢ ' (x) >0 quandx = : /
d | la courbe est convexe vers le haut quand x & 3 "
e | la courbe admet un point d'inflexion quand x \E
f ' lafonction a une valeur minimale relative en < &\ / L
FERENNER AN
K= =N
9 la fonction a une valeur maximale absolue en ;
4

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de convexité de la courbe
représentantedelafonctionf puistrouvez les coordonnéesdes pointsd’inflexion
(s’ils existent):

@) f(x) = 4-6x-3% @) fx) = x* -3x" + 1
':‘!) fix) = 15x+ 6% -x (15:) f(x) = x* -8x" + 16
®) ) = —2 @ fo=—""1
) x +3 -4
, (x-2) quandx <4 X -3xquand x < 0
@ o= (o) fx) =
20-x quandx=4 4x -x2 quand x = 0

(ﬂ:} Démonirez que la mesure de ' angle que fait 1a taneente au point d inflexion de la courbe de

lafondion fon fi(x) =

: /i
est éoale &
= g 1

-
@ Si la conrbe représentaive de la fonction f ou X)) = x( % - 3)" admet une valeur

maximale relative en x; et valeur minimale relative en x- , demontrez que ' abscisse
KJ_+'S:

du point d’ inflexion =

@I Deéterminez aet b pour que le point (1 ; - 1) soit 1m point d’inflexion de la courbe d' équation
xy+ay+bxt =0

Dans ce qui suit, tracez I'allure générale de la courbe de la fonction contenue f
qui a les propriétés données:

@ RO)=4f3)=4, ' (x) < 0 pourtout x <2, f'(x) > 0pourtout x >2,f"(x) >0

irl:l fl1)=f5)=0, f'(x) < 0 pourtout x <23, ' (x) > 0 pourtout x >3, ["(x) < 0 pourtout x #3

ao Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral




Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

@ f-D=2fi0)=4, f(1)=0, f'"(H=F(-1)=0, " (x) <0 pourtout x <0, f"(x) > 0 pour
tout x > 0

(6 f3)=4,en x<3,F(x) >0, (%) >0 en x>3alos (x) <0, F'() >0

Dans ce qui suit, étudiez le comportement de la fonction f puis tracez I'allure
générale de sa courbe:

i7) fx) = x*-6x+ 5 i8) ) = 3-%

19) f(x) = x° -3 +3 W = 15} -x42

@) f(x) = %x-"—%ml @: fix) = -x% (x-3)°

B =R (x+17° 3 R0 = 5 (x+4) (x-2)°

 -3x° quandx > 0
) f(x) = 26) (%) = xIx -4

% -2xquandx <0
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Appltcutnor%&sﬁj“les-

valeurs"maxnmales‘ it

@ Aapprendre

= modélisation

mathématique

@ Vocabulaires

de base
modéllsation
mathématigue

@ Aides pédagogiques
calculatrice scientifique

logiciel de graphisme

vy

Modélisation mathématiques
La prise d une décision scientifique pour ré&oudre im probléne
quelconque passe par quelques étapes:

1- Déermination du probléme (but et Possibilités) .

2- Développer unmodéle conceptuel oude la perceptlon pour con_]llrer

les problémes.
al . Probleime
3~ Trouver un modélescientifique convenable. y — :
4- Reésolution du modele ef prendre v
d’'une décision. hypolaas af omoiidon . ey

La modelisation I]I'EI]léI].lati(Ille Dfprmitaten, dos inconms
est la formulation du probleme |

quelcouque selon des relations 8 :.1m'u|lr|n:m.:1.-m:|:ﬂi|r s
’ . y TRETEATTRNC
mathémaiques qu'on appelle
modele mathematique tealuticn o tnodei
. I . . L
Le diagramme ci-contre résume b
le modele mathéma tique: b il A altarveu) v

1- Déermination le but du probléme et ses variables (Intérét maximum
— cofil minimum- aite maximale, ..., )

2- Déermination les valeurs des inconnues du probleme pour arriver
au bur cherche.

3- Détermination la relarion entre les inconnues ( équations — inéquations).

4- formuler le modéle mathématique (trans former le probleme sous
une forme mathemarique a résoudre).

5- Ré&olution du modéle mathématique et interpréter ses résultas
selon la nare du probleme

6- Identifierles alternatives disponibles sile probleme a plus qu nnesolution.

Le caleul différentiel nows aide a resoudre le modéle mathématique pour

laplus pat des problémes de laviesi le but est d'obrenir la plis grande ou

la plus petite valeur d'une variable quelcongue dans le domaine des valeur

exirémales reldives ou alsolues comme monire les exemples suivanis.

Exemple = .
— Etude de la dérivée premiére

5_:1:." Dans mn triangle de 16 cm de base e 12 cm de hauteur, on trace
un rectangle tel qu'un de ses cotés est sur la base du trangle et
les sommets du coté oppose sont situes sur les deux auires coiés
dn mangle Déterminez les dimensions du rectangle qui a la plus

grande aire possible.
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> Solution

1- Pour calculer la plis grande aire, on trace une figure selon I"hypothese et les conditions du
probleme.

2~ Détermination les variables (inconnues) en posant que la largeur du rectangle = X ¢cm ; 5a
longueur=ycm et sonaire=A cm-

3- Détermination la relation entre les variables (modéle mathématigue )

Airedurectangle A=xxy .
4- Mettez le modele mathématique sous forme

d’une seule variable si ¢’est possible 12 - x

Y _AD_ X g similitude des triangles) £ Y D

16 AB 12 |

y:%(l‘l—x).xe[o. 12] (1) x

Aire du rectangle A = % x{12-% C I B
4 o e o N

A= (X)) = lﬁx—; 3 2) < 16 >

5= Résolution du modéle mathématique : En dérivant les membres de la relation (2) par
rapport a x
. 8

£ (%) = 16—% z, @ = =%

f'(x) = 0 pour x=06 .. le point (6; f(6)) = (6 ; 8) est un poiut critique

x= 1%—“: Getf" (x) <0

f a une valeur maximale absolue en x=6 . Les dimemsions du rectangle qui a la plus
grande aire possible sont 6 cm et 8§ cm
ﬂ Essayez de résoudre
T:D Trouvez la plus grande aire possible d'un triane le isocele qu’ on peut tracer dans un cercle de
12 em de rayon.

) Exemple
(- == Calcul du coGt minimum

II Tne cellule de grains sous la forme d’un cylindre droit de demi-cercle de couvercle est
fabriquée d'élargir 10877m* de grains iélargissement est dans la partie cylindrigue
senlement), Sile coit d'une unité d'aire du couvercle est le double de celui de la face
latérale. Trouve les dimensions de la cellule pour que le coiit soit minimum?

iC» Solution
1= Pourcaleuler le plus petit cout, on trace une figure selon 1" ypothese
et les conditions du probleme.

2- Détermination les variables (inconnmes): en posant que la hauteur du

d' une unité d'aire de la face = ¢ L.E. Done le cotit d'une umité d'aire de

cylindre = h métre, la longueur du rayon de sa base = r métre etle coit b
couvercle = 2¢ L.E et le coiit total =1 L.E. ‘
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3- Détermination la relation entre les variables (modéle mathématique):
Aire dun cylindre = périmetre de la base » h=2 /rh unite d’aire
Aire de demi-sphérique :% aire de lasphere = 27i1 unité d aire
Cofit total k= 2 th% ¢+ 2 Zr-x2¢ = 2 rc(h + 21)
4- Mettez le modéle mathématigue sons forme d une seule variable :
. Volume de la partie cylindrique = 108 7 . Zr-h = 108 77 d’on h = l—gg
Cofit total k = 271 ¢ (12 + 21)

k=1f(n)=216mcr! +47mcr

5- Résolution du modele mathématique : f'(r) = -216 Fcr- + 87cr

Point eritique : f'(r) = 0 .. r= % d'oinr3 r=3 (un seul point)

Etudiez de la deuxieme dérivée:

() = 32T ert + 87 ¢ S B3>0

Silalong veur du rayon de la cellule est 3 m et sa hauteur est % = 12 m le cout est minimum

E’ Essayez de résoudre

@ On veut peindre; a 'aide d'une matiere isolante, 'interieure d’un réservoir sous la fonme
d'une boire fermeée de capacité 252 metres cube dont la base est un canée. Si le colit de la
base est SOL.E par metre carré , celni du couvercle est 20 LE et celui de la surface latérale
est 30 LLE. Trouvez les dimemsioms de la boite pour que le cotit soit minimun.

") Exemple
I Application de la vie
(3 ) Un mur vertical de 2 m de hauteur se trouve a 2 m d’une maison. Déterminez I'échelle la

plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va dusol jusqu’a la facade de la maison

> Selution
1- Pour calculer I'échielle la plus courte, on trace une ficure selon I iypothiese et les conditions
du probleme.

2- Détermination des variables inconmues:
en posant que la hauteur de 1'échelle = L metre, le sommet de 1'échelle s"éloizne du sol de
y meire et le bas de I"échelle s’ éloigne du mur de X mefre.
3~ Modélisation dn probléme :
D*apreés le théoréme de Pythagore :

12 = (x+ 2F + y i1)
D aprés le similitude : i a XS

2 b1
.'.y:h+4:2+4xl (2)

Pour trouver 1'échelle la plus courte, il faut que & soit

minimium

Wathematigues Pures Caloul différental at Intégral




Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

4- Résolution du modéle mathématique en dérivant les relations (1) et (2) par rapport a x.

. d n dy dy 4

L ==ulE) =3 2 g Bt S

dx() (x+x1+ }ds dx ==

d x4 4 4 : 8 \

i Y= 2 (x4 2)Y 3 2 ¥x — = 2(x+ 21 - —

—(F) = 2( )+ 2 ) 2 =20+ 2 x.J |
Point criticue : ;i (13) = Zero x 2

X
- Erl
X =2 refuse ou Ll:l Slgu-“ldx - *

X (£2)
4 0~ ] a -
S.Quand x = 2, I- est la plus petite possible é | —

d'aprés l'étude de la derivée premiére de croissance et

. : d
décroissance, on remarque que le signe de T (&)
X

chance de-a +
. quand x = 2 ; € la plus petite possible
En substtuant en (2) 2= IxLrd 4

2
En substitvant en (1)

56 =2 =32 5l =47
L'échelle Ia plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va du sol jusqu’a la facade de la
maison est 4 4/ 2 mefres

E] Essayez de résoudre

{5; Dans wn repere orthogonal, on trace AB qui passe par le point C(3 ; 2) et coupe les axes aux
points A et B. Déemontrez que la plus petite aire du triangle AOB est égale a 12 unite d*aire
o O est le point d’origine.

ﬁ_‘} Exemple -
Secteur circulaire

{ ;‘!‘_L' Une plaque métallique sous la forme d'un secteur circulaire d*aire 16 ™. Trouvez la longueur
du rayon du sectenr pour gue le périmetre soit minimum puis bronvez la mesnre de son angle.
> Solution

Soit la longueur de 'arc dusectenr / cm, la longueur de son rayon = r em
.. Perimetre dusectewr P= 21+ [ (1

. Alre du secteur= %I r= 16 =l =

En substitpant en (1) s P=12r+ 32 (23

dérivant la relation (2) par rappott a r
dP 32 4-P 64

o] =
= @ =" =

dr - dr

dP d=-pP
Y0 powr r=4det >0
ar po 2z

o Quand r = 4 le périmetre dusectewr est minimium
rd 16x2

14 i _L: . _ . ~rd
- Aire du secteur= 51 0 -0 = T
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3-4 Applications sur les valeurs maximales et minimales relati /es

BEssayez de résoudre
o i P 3 § ¥
'\@;‘ Si le périmetre d’un secteur circulaire= 12 ¢, trouvez la mesure de son ang le pour gueson

dire soit maximale,

Trouvez denx nombres dont la somme est 30 et le produit est maximunm,

~
J

s N

G

2, Lasomme des denx nombres entiers positifs est 5, tronvez ces deux nombres de fagon a ce
qne la somme du cube du plus petit et le double du carré de 1"antre soit minimale.

@) Silasomume d’un nombre positif et son inverse est le plos petit possible, trouvez ce nombre.

~ i &3 . . ) i
(4 |, Tronvez la plus grande aire d un terrain rectangulaire entonré par une clotnre de longneunr
120 metres.

fs} Le périmetre d nnsectenr circulaire est 30 cm et son aire est la plus grande possible. Trouvez
la longuenr du rayon de son cercle.

NS ) : : .
r:[-r , Silasomme des longuenrs des arétes d'une boite rectang nlaire de base carrée est 240 cm.
Trouvez ses dimensions ponr que son volume soif maximnm.

::i: Si la longnenr de I'hyporénuse d'un triangle rectangle est eégale a 10 cm. Tronvez les

lone neurs des cotes de 'angle droit pour que son aire soit maximale:

{ﬁ; Un champ ouvert bordé d'un coté d' une riviere droite. Sélectionnez comment mettre nne clture
autonr des antres aspects de la piece rectangnlaire de le terre du champ pour capturer la plus
erande snrface (aire) possible par 800 metres de cloture. Quelle est 1 air de ce terraine ?

:!:, On vent fabriguer des boites de boissons cylindriques fermées doant la capacité de chacnne
d’elle -est &k unites de volume a 1’aide de la moindre matérielle. Trouvez le rappornt enire la
hautenr de la boite (L) et Ia longuenr du rayon de sa base(r)

"~ . it ,
'jn, Trouvez la plus grande aire d 'nue cour sous la forme d’vn rectangle de perimetre 420 metres.

@ Lalonguenr de ’liypoténuse d’un triang le rectang le est égale a30 e Trouvez les longueurs
des deux autres cotés si la perpendiculaire abaissée dusommet de I angle droit & 1'hypoténuse
est la plus grande possible.

@ Un papier cartonné sons 1a forme d”nu rectangle de dimensions 15 cm ; 24 cm. On découpe
quatre carrés identiques de longneur de coté X cimn daus chacun de ses coins et on a construit
une boite sans couvercle avec le reste. Déterminez les dimensions de la boite pour gue son
volunie sol maximum.

N y ; . . - . ; 5

ﬁ:; , Un reservoir de base carrée et de faces verticales qui peut étre rempli par nne certaine guauntite
d’ean. Démontrez que le cofit de peindre ' intérienr du réservoir par une matérielle isolante est
minimum si 1a long nenr de sa hautenr est égale a la moiti€ de la long neur du cote de sa base.
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Unité 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe

@ Trouvez le point de la courbe d’équation y = % % - 4 le plus proche du point (0 ; 5).
‘:l:ij Trouvez la distance la plus courte entre ladroite x - 2y + 10=0 et lacourbey” = 4x

ﬁ:i} ABC est un triangle ot a* et b sont constants. Trouvez la mesure de I'angle compris entre

ewxx pour que aire du triang le soit maximale.

ﬂi!_?_',' L'intersité du courant I (en amperes) dans un circuit de courant alfematif en un instant
quelconque t (en seconds) est donnée par larelation I= 2 cos t+ 2 sin . Quelle est la valeur

maximale du courant daus ce circuit ?

@' Le volume d’une ferme de bactéries placée dans un milien nutritif se développe selon de
5000 t

la relation ; fin) = 2000 +
00+¢

ot t est le temps (en heures), Deéterminez la valeur

maximale de la ferme.

f@j ABCD sst un carré de8 cm de longueur du cote M = E tel que BM = x cm et NEE

telque CN = % x. Trouvez la valeur de x pour que I'aire du triangle AMN soit minimale

@} AB est un diamétre d’un cercle de rayon R On trace deux tangentes an cercle enA et B. E
est un point sur le cercle, latangente passant par E coupe les tangentes précédentes en D et
C respedivement.
Démontrez que la plis petite aire du trapéze ABCD est ézale a 21~ unité d’aire.
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Résumé de lfunité . ...

"] ab®

TLLAA

§e
TI1L
i 8 -l

i3n

Etude de la monotonie d'une fonction a I'aide de la dérivée premiére:
Théoréme : Soit I une fonciion derivablesur Ja, bl :

1- Si £'(x) >0 pourtour x € Ja; b[ alors f est croissante dans Ja; bf.
2- Si ['(x) <0 pourtout x € Ja; b[ alors f est décroissante dans Ja ; b[.

Point critique:
Soit f une fonction continue dans Ja ; b[ on dit gue (¢ ; f{¢)) est un point critique s° il vérifie ' une
des deux conditions suivantes ¢ £ Ja, b[, f(¢) = Dou ' n'est pas dérivableen x=c¢

Valeurs maximale et minimale relative

Sait [ une fonction contenue dans un intervallel , ce 1, alors:

1- £ atteint une valenr maximale relative enx = ¢, 5i fix) < f(¢) pourtowt x < Ja, b[ ot
la, b[ C1

2- [ ateint une valewr minimale relative en X = ¢, Si f(x) > f(c) powrtowt x e Ja. bl oil
la.b[CI .

Etude de la dérivée premiére pour déterminer les valeurs maximales et minimales relatives:

Si f{x) est contenue enx = cet (¢ ; f{c)) est point critique oil c £ un intervalle ouvert

1- Sif'(x) >0 pourtout x < ¢, £'(x) < 0 pourtour X > ¢, alors f¢) est une valeur maximale relative.
2- Sif'(x) < 0pourtout x< ¢, f'(x) < 0 pourtout X > ¢, alos f{c) est une valeur minimale relative.
Théoreme: Sif est dérivable dans ]a, b[ et elle dteint une valeur maximale ou minimale relative
ence Ja, b[, alos [{¢) =0 ou f{c) n'existe pas

Les valeurs extrémales d'une fonction dans un intervalle fermé;
Théoréme: Si la fonction est continue dans [a, b, alors lafonction ateint une valeur maximale
absolue et une valeur minimale absolue dans [a, b].

Convexite des courbes
Soit f une lfondion dénvable dans Ja, b[, la courbe de la fonction est convexe vers le bas s1 [
esl croissante dams cet inlervalle et convexe vers le hautsi [' est décroissante dans cel intervalle,

Etude de la deuxiéme dérivée pour determiner la convexité d'une courbe
Théoréme : Soit T une fonction dérivable deux fois dans Ja, b[, alors:

1- Si " (x) > 0 pour tout x € Ja, b[, alors la courbe de la fonction est convexe vers le bas
dans Ja, b[.

2- Si [ (x) < 0 pourtout x € ]a, b[, alors la courbe de la fonction est convexe vers le haut
dars Ja, b

Ba Wathematiques Pures Calodl differgnbial &t Integral
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Résume de l'unité, . ...

' ajaAWEREET

Point dinflexion

Soit [ une fondion continue dans la, b, c€ ] a, b el une tangente de la courbe passe par le
point (¢ ; ). Ce point est appelé point d’inflexion de la courbe 5" il change de convexité.

Etude de la deuxiéme dérivée pour les valeurs maximales ou minimales ralatives

Théoreme: Soit la fonction [ denvable deux fois sur un mtervalle ouvert contenant C ou f'(¢) =0

1=
2-

Si " (e) < 0 aors f¢) est une valeur maximale relaive.

Si f(e) > 0 alors f{e) est une valeur minimale relative.

Courbes représentatives des fonctions polynomes
Pour tracer la courbe de la fonction f oit y = f(x), on snit les étapes suivantes:

1=

2-
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La courbe de [ est symétrique par rapport 4 1'axe des ordonneées sif est paire et symeétrique

par rapport au point d origine si f est impaire

FBrude du comportement de [ en déterminant les intervalles de convexité, points d'inflexion
s'ils existent et les valeurs maximales el minimales relaives s’elles existent.

FEtablissez le tablean de croissance; décroissance et convexité pour déterminer 'allure de la
courbe et la nature des points critiques.

Trouvez les poinis d’intersection de la courbe avec les deux axes si cela est possible.
Déterminez quelques poinis particuliers appartenant a la conrbe pour améliorer le tracé puis

tracez la courbe.




& Exercices généraux

Choisissez la bonne réponse parmi les proposées
(1:,‘ Si f[-2,4] — R, fix) = x - 3x, alors le nombre des points critiques est égal &
a0 bl c 2 d 3
@}' La fonction [ attelnt une valeur minimale relative si f(x) est éeale a:
al2x-] b!x 41 ¢l x' dl -y
'i3:| La courbe de la fonction f est convexe vers la bas [ si f(x) est égale &
al'3-x- bl3-x cl3-x dl 34x
=:-i:' Si la courbe de la fonction f a nn point d'inflexionenx=2 ol fix)=x' + Kx + 4, dors la
valeur de k est :

al -6 bl-3 cl3 d 6
tis:l La fonction [ attelnt une valeur maximale relative si f(x) est égale &
lalx -2 bix'+1 clx'+3x d | x*- 2%

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de croissance et de décroissance
de la fonction :

a o

¥y

(&) fix) = (x - 3)° G ix =28 - x° @) fix) = (x + 4]

() fx) =5 +4x - x 1) fx) = X (x - 2) URR = x* - 4%

@Dwi=14+1 13) fix) = — {9 = V< -1
- % - x+2 :

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de convexité vers le haut et vers le
bas ainsi que les points d’inflexion s’ils existent :

) fix) = (x - 1 i) fx) = x* - 3x° PDw=x-6+9
'iﬁ:l filx)y =x* - 12x + 7 fi'})' f(x) = 6x° - x* @n:; fix) = x* - 8
=

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs extrémales relatives de la fonction f:
1) fix) =4 - 6x - x* Q= =27 -3x* + 7 @R = x(x - 2)

~ - - - = -1 ¥ g x -3

84) fix) = x* - 82 + 8 1) = —— )0 = ——

£N x-4 1 3

27, 1(x) = =59 éﬂ: f(x) = ¥ (x-2) ég.: f(x) = ¥x -4

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction f
dans l'intervalle donné:

g0 fix) =x* -9 [0.2] B f(x) = X -12x+16 [3,5]
2 R = x*42 [1,2] §3) fx) = 2% -5 41 [1, 1]

84) fx) = x(x"-12) [1,4] G5 f(x) = (x- D) (x-2) [0, 5]
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X' - 3% whenx <0
d6) i) = { [-3. 3]

5
x-2xwhenx >0

Tracez I'allure générale de la courbe représentative de la fonction continue f
vérifiant les conditions données:

87)f(4) = 3, £(4) = Oet () < 0 pourtout x

C@} f2)=5,(2)=0,M""(x) >0Opowr x <2 f''(x) <0 pour x>2

@;’ f(3)=8.f0) = 4,.f(3) =0.f'(xX)>0pour x<-3 et x>3,f(x)<0 et x<0,
f"(x) > 0pour x >0

a’il}:lf(ﬂ) =3, f@Q=7M(2) =0, X <0pour2<x<2 "X <Opour x<0et,
f"(x) >0 pour x >0

Tracez I'allure générale de chacune des courbes suivantes en déterminant les
valeurs extrémales relatives et les points d’inflexion s’ils existent:

a1) fix) = 4-x° @) f(x) = x> -4x+3
43) fx) = x(x+3)° 4 ) =3 X -4x+ 3
@) fix) = 2% -9x>+ 12x-2 46) fx) = 5+ 3x-x*

{--‘\ [ y = -

47, Trouvez les valenrs dea; b ; ¢ | d pour que la courbe d’équationy = ax' +bx"+ cx+d
ait une valeur maximale relative au point (0 ; 6) & une valeur minimale relaive an point
(1;5), puis tracez la courbe.

fB}' On forme un rectansle avec un fil de longueur 20 métres. Quelles sont les dimensions du
rectangle d’aire maximale 7

. H
fé?:' Dans la fignre ci-contre A B C D &t un rectangle D X \ A
X
a Démontrez que la fignre FFGH et un / E

b-x
parallélogramme _
dont 'aire A=2x"-16% + 60 . —
b ' Trouvez la plus petite valeur possible de C ; x B

I'aire A

10 -x X
59; On forme un cone circulaire droit de h cm de hauteur
par le pliage d un papier cartonné sous la forme d'un
seceur circulaire dont le myon de son cercle est égal &
15 em. Montrez que le volume du cone est donné par
laformule: V= % h(225 - 1) ,

puis trouvez le plus grand volume passible du cone




51 | Onveut mettre uncylindre circulaire droit dams unesphere d’intérieur vide de rayon intérietir
10 cm. Trouvez la hauteur du evlindre quand son aire laterale est maximale.

o, N T
3%, Demontrez que : 1" inéquation

B < 1 estvérifiée pourtomt x=R:a > 0, b >0
ax +b 2 b A ay=x |f| |4
@3: Soit C le point d'intersection des deux courbes d’équations A _ ‘_[ri‘::: = ]
y- = 4x, 4y = x-, le point A d’ zbscisse 2 est situé sur la A7l T
courbe y- = 4x le point B(x ; y) est situé sur la courbe Ai / -
1y = % entre O et C . Trowvez la plus grande aire possible f 5 1 4 4 b >

du rriangle OAB.

63: Un reservoir convercle d'ean sous la forme d’un parallélépipede rectangle de base camée de
2x de longneur du cote et sa hauteur X summonte d"un cylindre cirenlaire dioit. La longueur du
diametre de sa base est 2X et sa hauteur esty. Si le volume total du réservoir est égal a 27 metre

cube, calculez lavaleur de x pour que I'aire du réservoir soit minimale.

Pour plus d’activités et des exercices : visite le site électronique wwwisechinathematics.conneg
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Epreuve cumulative

rd - . . X i
\1:‘ La figure ci-contre montre la courbe representative de [ '(x), completez :

a | la courbe représentative de [ est convexe vers le haut quand RE
X £

b la courbe représentative de f a un pomnt d’inflexion pour ’ y=1"x
TXT T

¢ sif'(-1) = [ (5) = 0, alors 1a fonction [ a une valeuwr |g - ! >
maximale relative en x = il a3 d

d  |a fonction f est décroissante pour tout x
(2)8if'(® = ax+boll a<0

2  Emdiez |"exustence de valeur extrémale de la fonection fen déterminant sa nature 5° ils existent.

b Déterminez les infervalles de croissance et décroissance de la fonction f quand

a=-2etb=5

':3} Deéterminez les poinis critiques et les infervalles de croissance ef décroissance de la fonction
B Y ! ) G
foufix) = ¥ -1)

(:4; Sifix) = x' -6x°+ 12x, étudiez | existence des points critiques de la fonction f, déterminez
les intervalles de convexite vers la hiaut et vers le bas |, poiuts d'inflexion s'ils existent puis
tracez |"allure générale de sa courbe.

:}: Tracez 1"allure générale de la courbe de la fonction foliy = (x) si:
fest continue daws le [-1, 5], f{(1) = f{3) = 0, ['(2) n'existe pas ,
f'Ux) >0 quand x <2, ' (x) < Oquand x >2, f"'(x) > 0Oquand x # 2
3 2% +ax+b Si x>1
:__6: Soit T une fonction dérivable sur B, f(x) = -
BR-% Si x<1

2 Trouvez les valewrs de aet de b
b Détenninez les intervalles de convexité vess le haut et vers le bas et les points d’inflexion
_ s'ils existent.
:’7‘} Si la somme des deux composautes de 'ensemble des couples (x ; ¥) des nombres entiers
nonnegarif est egale a5. Trowwvez le couple dont le produit du carré de la premiere composante

par le cube de la dewrieme composante est mMaxinum. 4, l y=1+4x- 2
':B: Lafigureci-conire monire |lacourbe représentative [Df \

de la fonction f et 1a droite L. Si la droite ‘]f"' est \ el

parallele a 'axe des ordonnées ef coupe la partie / ['Iy Jead)

positive de 'axe des alscisses ; la droite L et la IJ';_ R

courbe defenB ; C | D respectivement, trouvez les

coordonnés du point B pour ¢ue CD s oif maximun. & \ =

oii CE BD. f ¥ Er \ )
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Integral finie et ses
applications

‘aé'ﬁ'l Introduction de I'unité !

Avez-vous vi un artisan de pamiers fait une de ses paniers? Le procesans d'assemblage des tranches
paralléles cote a cote conduit de compléter le pamer. Cela a adé les scientifiques de découvrir les
méthodes générales d'estunation de la s]:lpurﬁcil: de toute surface plane, en divisant cette région
en trés petifes zones, puis par addinonner les aires de ces petites zones, permettre d'estimer 1'aire
de la surfaces démodeé, ce qui a contribué a la découverte la science de lintégral, qui serm noté
par |, qui est la premiere lettre du mots (Somme), qui signifie I'additionne. Dans cette nnité on va
connaitre les différentes méthodes d'intégration infinie comme mtégral par substitiions et intégral
par partition pour trouver les primitives des fonctions continues puis reconmaitre 1'intégral finie a
travers le théoréme fondamentale de La différentiation et I' intégration qun relie entre I intégral finie et
infime en ntilisant I'intégeal finie pour caleuler les aires d'une région plane et le volune d'un solide
de révolution , et connaitie quelques applications économiques de 'intéaral finie et ntilisation de la
modélisations pour résondre quelques problemes mathématiques et quotidiennes

o J -
ﬁ;i_l'.' Objectifs de I'unité
Ala fin de cette unité et apres avoir exécute les activités, 1'éleve doit étre capable dle:
£ Connaitre quelques méthodes de:caleul intégral, fenctoy paite
comung substtuions — mon Irigonométrique,
intégral par partinon Jxe’d x
I Connaitrel'intégral desfonctions tri gononitriques
et les tables des intégrations fondamentales.
i Connaitre | 'mte gral finie (théoreme fondamentales
de la différentiation) et déduire ses propriéies.

. _a‘.fa fi{x) de=000 [ 25t une fonetion ipate
7 On vt l'intéeral finte pour résotidre des
problimes desairey.
£ Détermuner |'ame de la rémon pompns entre la
peiirbe d une fonchon enl'aze des ahacisses ol 1
non négalive pour tolt ¥ apparient a | ‘ensemble de

o S imds=- S s définition
* a_r ’ f(x) dx=0 % Détermuner 'are de'la Teg10n Compns entre. deux
* 3 f y kf (x)dx = k'a.r - f(x)dx contbes

0 Onutlise 'interal finte pour ésoudre des problimes

b
‘ ﬂ-!r iE e e i ponr trouver le velume d'un solde de révolution par

\ i
= aff(x}:hci af 2(x)dx tapport 21 un des axes desctordonnées
. aJ" f(x)dM x)dx-a.r F(dx
. I(.-;}dx f{x) d xob [ est une 4




Voc.lbu]alres de bas

Hegle = Velune de solides de
Fonction trigonomemgue revoluhon

Lenvee reiprogue

TR

= Intégrl infime

¢ Infferentiabion ¢ Intgeral fume
= Integmal par zubshitution = Theéorgme fondamentale de la
(changement de vanable) dénvation etintesmation

Integral par paration Les anesdansle plan

L'E";ODS de I'unite Aide pédagogique L

Legor (4-1) Lesméthodes d’intégrations

Legon (4-2) - Intégrations de fonctons tngonométriques
Legon (4-3) Intépral finie

Legon (4-4) Lesawesdansle plan

Calculamee seientifigque -

Logiciel de graphisme

= L'mtemnet

Legon (4-3) Volume de sshdes de Eveliton

Organigramme de ['unité

( mgfumnm ) l ( tmégntinie- )

= [Eunﬂ-!sd*lmégminm}

e .1

Substitution (changement de variable) ~ Fonctionalgébrique  Partition
| Fonction exponentielle I

Fonction logarithme
; Fonction trigonométrique "
| t :
Détermination de la ] [ Proprietés de Lintégralfinie
constante de intégration > 1
 Applcaions Théoréme
| fondamentale de
= 1/ i
Aires Volumes




@ Allez apprendre |

trouver la fonction
phincipale d une fonohon
donnée

trouver la différentiation
d nne fencthon

ealoule ] intégral par
gubsnrulion

caleule | intégral par
partiion

(T Pocubulsires de basd

= Dénveée réciproque

= Intégral inhime
. Dhfférennanon

{717 Aide pédagogique|

Calenlatriee
mientifique - Logieiel
de graphimmne

-

Introduction

D’apres volre étude précedant, vous avez ‘\ y & '{
etudié la dérivée réciproque ou l'intéeral i i I! =
infinie, qui est une opération réciproque de \; “ﬁrf -;
la dérivation. On dit que la fonction F est une _\é\ ;" | =
primitive de la fonction f dans I'intervalle I si \\ E\ 7 fl

d p
i — F(x)=1(x) pourtows x=1 !

dx . =Fegpe ' EREETIN] *
Quand on ajoute une constante a la fonction 'k\'"c -
réciproque E elle sera représentée par une 2 i

vy [N

famille de conrbes y =F(x) + ¢, qui ont des
valeurs différentes de c et les pentes de leur tangentes sont égales , pour
celaelles sont paralleles comme montre la figure ci-contre. On appelle
les groupes des dérivees réciproques par I'intégral infinie, qui sera noté
par: .-rf(x) dx, g ona

SR dx=F®)+¢c

Propriétés de I'intégral infinie :
Soient f et g deux fonctions intégrables dans I'imervallel, alors :

- S+ g@ldx=S t® ax £ fo (o) &x

2- Jere dx=kJt(» & oil k est im nombre réel
Remarquez qlle
.lrx % dx= 1 +¢  oun= -1 cestune constante
o +

Par exemple
Jr(SJ:: +4x+5) dx=x +2x°+5x+ ¢

= Pour calculer les primitives. on a besoin de savoir quelques formes
standard d’intégraions des quelques fonctions, mais par fois les
intégrations demondées sont différentes des formes standard, pour
ce 14 on doit connaitre d’auntres méthodes d intégrations parmi les
quelles Intégral par substitution et Intégral par partition qui dépendu
de la différentiation
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Unite: Intégral finie et ses applications

Différentiation
Si f est nue fonction dérivable tel que y=f(x)
De la définition de la dérivée:

dy AY flae -+ Ax) - £

it ST - — lim — lim : g = T

di (x) Ax 0 Ax A0 %

Coquand Ax— .0 , alors :%_.f'(xj

A e =i
-:-:;t-tl..E =~ ' (x) gquand Ax =0 Ax#0

SoAy = Y {(RAX (En multipliant par Ax)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert qui contientx, A xdésignela
variation en x ot A x == 0 alors

1- Différentielle de y ( est noté dy) = f'(x) A x
2- Différentielle de x( est moté dx) = A x

D’omn :

dy=f(x)dx c’est une fonction en deux variables

Si y=x' alors : r.fy:

mi'? Exemple

Différentielle d’une fonction
?? Trouvez la différentielle dans ce qui suit:

D= = bl V= Far
- -
cC'y=1z.! ot z et g sont des fonctions en'x
> Solution
® 1
ay) - = ' = = i = - -1
S dy=y dx¥y = 1 =1 1i(x-1)
. dyi= 1 dx

(k- 17

bi- dV = Vidr s dV = 570 % 3R dr = A7t dr

ci'ody=1(z+ ) dx

=(z+ '+ +2)dx o

=z "dx+ 2 dx d
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] Essayez de résoudre

(1)1) Trouves I différentielle dans ce qui suit :
a y=(2x+5)° b y=e23
[y y:ui ol z et g sont des fonctions en x

Pensé critigue : Si x2+x2=25 trouvez : dy en fonctionde x;yetdx

Primitives usuelles

Il n’y a pas de méthode générale pour calculer les primitives de différentes fonctions comme
les méthodes pour calculer les dérivées des fonctions. Pour un grand nombre de fonctions,
on trouve une primitive par (lecture inverse) du tablean des dérivées, tous sa dépend de vos
connaivsances des dérivations des quelques fonctions ; comme monire dans le tableau suivant

d = -l ; 5 5] - ! AL
= (x"=nx nE! Jx d:l.—u—Jr1 +¢ ne. -{1}
% (sin x) =cos x fﬂm’xdx=sinx+c
d fsinxdx=-cosx+ec
%(tgx}:-saczx.'x;& hgl #Z,neZ Jeecxdx=tex+c,x# h:l A,neZ
d == Jerdx=exic
= (E)=¢ x
%(a‘)=a‘lna 8 > 0,8l
d e A 1 —
& 0Y=— x>0 f;dx_]nlxhc x#0
Intégral par substitution | Chnisislaa:hs&h:ﬂunz |
De plus importunts méthodes pour trouver R > Calculer dz |
I'intégral du produit de deux fonctions - ¥
3 1a forme : ST (g (x)) g (x) d x Wﬁﬁ“ﬂﬂiﬂml’“ﬂﬂﬂﬂﬂ
Si2=g(x)cstunnfoncﬁundéﬂvah1n = Pent-on calculez
alors dz=g'(x)dx goamy: =08 (ekmeeeesssees lnm'l‘l;ﬂﬂw
Jte@) g @dx=Si@dz e T
< Pour effectuer Ia primitive on suit Ie ¥
diagramme ci-contre : Ecrir ke résnitet en fonction de
12 variable 2 ’origine

ga Mathématiques Pures Calcul différentied et Iniégral
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Unite: Intégral finie et ses applications

@ Exeﬂple Intégral par substitution

(2)2) Trouvez

a Jx@ext-nd T . S
fx( x - dx J e X
> Solution
a!soit z=2x"-7 sodz=8x"dx
z dz
Joext 7pdx=5Ji2x'-7 ¥ (88 dx )
:%Jrz:’dz: T3 +c
=@ TPec
b soit z=x"+8x
Sdz=2x+8)dx=2(x+4)dx
. B il .
_,—,x u — dx :%I—_I‘? s :qif 1 dz
(x" +8x)° - (xH48y - A
:%Iz’l' dz= : - e
= Foeey
A
= - 3
Aix- +Bx)
L] Essayez de résoudre
{2: Trouvez
al f 32 +3)% dx b ax
(x* - 4)°
@Exempla L
e Intégral par substitution
ﬁ__i,‘ Trouvez
a fxx 4y ax b feg 51 dx
> Solution
algoitz=x+4 Lox=z4 ,dx=dz
Tx(x-47dx —J@ Hdz=f(F 47) dz (substitution)
:%29_%25_;9 (intégration)
== C2z-9c (simplification)
s (x+ 4 (2x - 1) (substitution de z)
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b soit z=x-1 pour simplifier I'intégration .. x=2z +1,dx=2z dz

Jo syl -1 dx=J2 11y 5]« z2x22dz (substitution)
St 24 6] <27 dz
—2f(# 4274 162 dz (simplification)
=2 [L AL/ 28 4 (intégration)
== 52 U2 T0] 4o (Factrur commun)
:%(3_1);} Bx-1” 1 14(x-1)+70] ¢ (substitution dez)

uEssayet de résoudre
@) 3) Trouvez les primitives suivantes:

a fx@ex3)'dx b f 23+l dx

@ Exemple " o
— Intégral par substitution

(4) Trouvez :

af’l'fi dx Bfﬁxe!gd:{
%

> Solution
a soit z=1i4dx . J% =z-1,x=(z-1)
dx=2(z-1)dz
Jlivifmax =f | 2z so@Da (substitution )
: % {'2_1}1 '
X . A
o dz=2 %377 1 ¢ (intégration)
=2 Ty e (substitation dez)
b soit z=x" sodz= 2xdx
Jexe“ax  =3fe* (2xdw

=3fe*dz=3e*ic (substitution et intégration)
=3¢% ¢ (substitution dez)
Essayez de résoudre
::4:‘, Trouvez :

a J % & b f3-x)e® * dx
i 1.3y
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Unite: Intégral finie et ses applications

@ Example ) e
= Intégral par substitution

[\E;' Trouvez
N r -
a J f)n:-: dx b J ki dx
1%~ 1 X
#» Solution
a'soit z=3x -1 dz=6xdx
F22 g =5 F 200 50% 4z (substitution)
3= 1 ° 3x7- 1 I
= % Inlzl+e= %]_IIBXJ -1l+e (substitution et intégration)
b soit z=Inx dz:% dx
; 1
) 0 d=x —f{nx (L dx) = JZ dz (substitution)
% X
" %
= T Z +cC
= %[]n Q] +e (substitution et intégration)
ﬂ Essayez de résoudre
@' Trouvez -
a J_&" dx -}l i) ; d=x
e 43 x(In x)

Pepse cofigue | Eo wilisant intégration par substituions démontrez les régles de primitives

stivantes:
1- Jr@r re ds = %- oln -1
2-f 12(7;‘3 d(x) = lnlf(x) - ¢ ol f(x)# 0

Intégral par partition
51y e zsont denx fonctions en x et dénvables, alors :

d dz dy
FFA =Y FE
par intéeraion les deux membres par rapport ax Hillllllil e
d - dz __ _dy _ dz
[ Zoadx=Jyax- Jz7 ax 4:=2 ax
yz:fyclz+.rzdy dy
dy=-—idx

D’on :.rydz = yz—.rzdy
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L'équation précédente est appelée 1a régle d’intégration par .
pattition, et utilis€ée pour trouver Pintégral du produit de
deux fonctions 1'une n'est pas la dérivée de 1'antre, par le i

x

choix convenable de deux fonctions y et z de tel sorte que m
V'intépral du ctté gauche est plus facile que le e6té droit. On
suit le disgramme ci-contre , comme montrent les exemples » dy o
suivantes:

) Exemple 6
_F Intégral par partition m m
(6 Trouvez :

8 fxerdx b [x2exdx

- Solutlon

a | Pour trouver .rxe‘-dx:

Scient:y=x, dz=e*dx
Sody=dx ; z=fe*dx=e*

fyd;t:yz-fzdjr
fxe"dx =:l|:l.-."‘-.|r cfdx=xed-e*+c=e*(x-1)+c

Remarque importamte : quand on gjoute la constante & la fonction g ne change pas le
résultat {(démaonirez)

b Pour trouver J x2e*dx:
Solent : y =x2, dz=eXdx
dy=2xdx >‘2=Ie‘dx=e‘
fx2ezdx =xte*-f2xe*dx

=x2e*-2f xe*dx

fxerdx =e*(x-1)+c dea
&

=xte*-2 eX(x-1)| +¢

=e¢*[x?-2x42] +e
[ Essayez de résoudre
(6) Trouvez :
a fxe=dx ',h.'fxzc“’dx
Remarque gue ¢
Le choix de y et dz, dépendent de :
1-dy plus simple que y 2~ dz plus facile 3 I'intégral
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Unite: Intégral finie et ses applications

- El(ﬂﬂﬁl'le Intégral par partition

'.ET Trouvez

a Jlnxdx b/ fxlnxdx
©» Solution
a ! Spient : y=lnx dz=dx
dy:%dx ; z=f dx=x
Jinxdx :mx—fx-%dx

=xlnx-x+e=x(lnx-1)+c

b Soient : y =lax dz=xdx
dx L z:fxdx:%xf

__ 1
dy_; 5
Sxmxdx “lximx- Sl lyx
= = b4
:Elxg],nx - %Tﬂ +c= Eimr(]_nx— é) +C
] Essayez de résoudre
@Trouvez:
a' fin(x+1)dx bl Jinx = yi)dx
Exemple
@ _I: Intégral par partition
pf Trouvez ;
a .r e dx b IL dx
( + 1) F S|
©» Solution

a ' Remarquez que (x + 1)~ plus facile aintégré

Soit y=xe* dz=(x+1)"dx
dy=(xe*+e)dx > g

%+
xe* re* -1
i = J cet(x-1) dx
(o +1)- ®+] x+1
gt
== +I e*dx
x+]
vak s p B )
_ ke e ¥+ 1) P g Py
x+] x+]
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b Soient y=4x dz=(2x+ 1)'é dx
dy=4dx ; Z=_3 _ (@x+1)7

ﬂx'\

- -

s

gy

oo ® 4z =3 Orad)y -3 @)

e y: xddx
2 3Ix3 s
=3x(2x+)’ - T (2x+1) +¢

il 2

= 55 (2x+1)" [10x-3 (2x + 1)] + ¢

fia

=SH{2x+1) (4x3)+¢
) Essayez de résoudre

@Trom’ez:
. +5 x
alf dx b J dx
= it

Pepsez critigue : Pouvez vous trouvez I d x par substitmons ? Expliquez

4=
¥ e

Quelques applications sur l'intégral infinie

Si on sait que la fonction g détermine la pente de la tangente en un point de la courbe de la

fonction f, alors on peut connaitre la fonction F par I'intéeraion infinie de la fonction g,

tel que: | f(x)= J g(x)dx

Remarque que cette primitive ne donne pas une seule fonction parce qu’il contient la constante

c qu' on pett la determiner des inforiations donness.

E 1
@ xeﬂ: € Equation de la courbe d’'une fonction

@ Silapentede latancente de xlacmu'be delafonction fenun point (x ;y) decette courbeest donnee

parlarelation g(x)= L_ trouvez |’ équation de lacourbesachant qu’elle pass e par le point

(3 +1)
(L:;26).
©» Solution
Soit I'equation de la courbe est y = f{x) S = .r E (x)dx

X

. - xg* -
.ftx)_f(HH: B = x+1

* la courbe passe par le point ( 1 ; 2e), alors il vérifie I'équation

+c [de I'exemple 8 (@) ]

B

e TE=_ . 4.
(1+1)

R

ie gt
T e f_ =
¢ 3 S:109 %+

;.;|\u

e
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Unite: Intégral finie et ses applications

L) Essayez de résoudre
('f; Trouvez I'équation de la courbe passant par le point (0 ;1) et dout la pente de la tangente en
un point (x ;y) de lacourbe est éeale a x o ¥~ + 1

@;‘l Exercices 4-1 &E&

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées

@fx(xi-'-jﬁ est égale a
all+3P-c (B gE+3f+c [elle@saftee A lodesyisc

(2)si Jex+Hmxdx=yz-Jzdy, alors y zest éqal a

a2 2xInx b/ (2x+3)Inx el =(2x+3)nx d x(x+3)nx

L>||_-

Gsifexe> dx=yz-J zdy aos Sz dyestéeala

al e3¢ bilexd,g el e=<3 ¢ d -_rie:"'f’—c

En utilisant la substitution convenable trouvez les primitives suivantes :

() fxx-2)% dx Gy (x-2y ax O JL -1y«
& Sx 477 dx -t dx OS¢ +3) dx
N X N X g, ]
Qg,.lr‘\}_: dx ﬁ:]‘,frrldx -12,.[ x-ldx

—-\ .. \‘ ___: . E'_x-].

DI & 4 fxe ™ dx D
(_/ m :l-/d" i_.: B =X 3 X
@ Sinsx 2% ii: fianxy o '.[,Bj J 1 &

x = x = xlnx
En utilisant la partition convenable trouvez les primitives suivantes :
fi'lthlxej"‘tlx él_i}fxﬂ-‘-e;dx éi).ridh
- ST

@}fx-‘ Inxdx @:'fhl};:dx Q.-':l:f(lux):dx
és} .lrln.‘:% él:::.r(x+1)3 edx -i?}fx(lnx)gdx

Répondez aux questions suivantes :

@ Trouvez I’équaion de la courbe passant par le poini A (2 ; 3) et domt |a pente de la normale
en un point (x ; y) de lacourbeest 3 —x

@I Si la pente de la tangente a une courbe en un point (X ; y) de cefte courbe est xm ,
trouvez I équation de la courbe sachant qu’elle passe par le point (0 ;75)

d'y

-~

dx-
el le point (0 ; 2) est un point d'inflexion et le point (1 ; ) est un point minimum relaif ala
courbe. Puis trouvez le point maximum relatif a cette courbe

=ax+ bouaé& bsont deux constanis

@ Determinez I'équation de la courbe y = f(x) si
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_]-l Intégral des’ fOﬂCthﬂS
el
trtgonometrlques

e E Allez apprendre

¢ Heglesd'mtégrations
des fonotions

trgonomélrigues

@Wcﬂhula ire de bas|

£ P.égl'e

¢ Fonctions
L gonometrgue

¢ Tablean'd intégranons

(* Faide pédagogique

 Calewlatice

sienlifique

@ Reéflechissez et discutez

Pour trouver la primitive d une fonction f, on cherche une autre fonction

F dont la dérivée est la premiere fonction f, ¢’est-a-dire
(x)=-1 F) doir
ff(:i:} dx=Fx) +c oll ¢ est une constante.
Laquelle des relatiois suivantes st vraie?
a .rtxsxdx:sinx+c b.fsi_nxdx:ms_xfc
¢ Joosecx dx=tgx+c d feosec xdx=cogx+ ¢

Remarguez gue: si vous connaissez bien les dérivess des fonctions
trigonometriques, alors c'est facile a trouver leurs primitives .

D’ aprés les éudes des dénvations des fonctions trigonomeétriques e le

tableau des primitives suivant pour quelques fonctions trig onomeéiricues,

comparer entre les dérivées des foncrions trigonométriques, puis

deduisez leur primitives & completez la tableau.

e £ Rappelez-vous 0
d

Jsinxdx=-cosx+¢c (sinx) =cos x

(cosx)=-mn=x

—
d
Jeasxdx=sinx+ ¢ dx

d -
3 B — (tex)=sec =
fsec*xdx:t‘gx—.c dx £ 2

= —_— (t:m;g x) =~ cosec- x
Icmec*'xdx: dx

.réecxtgxdx: —— (secx)=-secxtgx

.rcecxcatgx dx= E’(ﬂ-‘ﬁ):—mmxmgx

Vérifiezvos réponses en utilisant 1a définition de la dérivee réciproque .
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Unite: Intégral finie et ses applications

Exemple
@ _p tableau de primitives

@3 Trouvez les primitives suivantes:

a .r(si.nx—-msx}dx b Isecx(s_ecx—tgx}dx
el f 1 dx dif 8% g
1-cos = 1-cos %
> Solution

a f(siuxw cas X) dx = Jsinxdx+J com xdx Rappelez—vmls

—-COBEX-SINX+C . i
cos- x4+ s x=1

-b = = o - 3 - -~
Jisecx tgx)secxdx_.rsecxdx fsecxtgxdx i ® o oty

=[P X-8S€CX+ C ) ” .
g cotg” X+ 1= cosec =

| 1 -
G 17 dx=J _ dx=J cosec x dX=-cogx+ .
l-cosx BI- X
COSX COSX 1 COB X
) f_ 2 gx =% ax-J - & dx
1.costx S % g0 ¥ gn x

:.r COsSeC X mtg Xxdx=-cosecx C
[ Essayez de résoudre

N
Q) Trouvez

a J(sinx +sed x)dx b J cosecx (cas™x + tg x) dx
CGSQ'&
€ .roosecx(cmgx—ccsecx) dx d fi dx
l-dn x
Remarque importante :
. ' zhl , . .
On sait que Z_,‘Kﬂd){z—1 +e (1) ,_rsmxd:{:-oosx+c (2)
n+1

On peut genéraliser tows les résultas précedants des primitives en remarquant que si on ajoute
(multiplie) unconstant &lavariablex alors I intéeral garde laméme forme précédant en divisant

par cette constante.

Pour cela on trouve que les formes (1) et (2) sont ;
iy =]
Jax+prax=120" . ¢

an + 1)

.fsiu(ax+b)dx:—?lms(ax*b}*c
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@ Exemple
R formes usuelles de primitives
@ Trouvez

a | fsin(2x-5) dx
¢ | Jeosec™ (

b Jsec (5 -3x) dx
jdx
& Solution )

d Jsecoxtg2

a fsin(2x 5)dx=-1 c 2x-5)+¢

b I_meé(s-sx)dx_-—ro(a 3%) + ¢

¢ J cosed (£ x+2) dx=-2 cotg (&

)¢
d'fsechtg?.xdx::l cosec2 X+ ¢
[] Essayez de résoudre
\g: Trouvez:
La I(sin'ix—secz‘_’.x) dx b -J'e sec? X (tan2x + cos” 2x) dx
¢ J[1+ootg” (3x-1)] dx

@) [ st2xd

l-eos(2x-3) dx
@ Exemple .
S applications

3 ) Si la pente de la tangente d’une courbe en un point (x ; y) de cette courbe est donnée par la
relation: — =sinx cos X, trouvez I'équation de lacourbe sachant ¢u’ elle passe par le point
T
(F " 1)
> Solution

dy

la pente de latangente a la courbe en un poini : " sin X cos X
X
- I'équation delacourbe: y = I i dx=fsinxcos xdx

=4

ﬂ

.)l;-—
fo—

J2 mxcmxdx—lfsm_.xdx Rappelez-vous 0
= iy _

——OCE'?X = Ecm:x ¢ snl2x =2 snxcosx

" lacourbe passe par le pomt {— 1)

Il vérifie son équation

=1-2sinx
e 257y,
1= 4005(_. .F)tc

- oA
cos2x =coxy x-mn-x

=2cos- x-1

0
I
el

I"'équation de'lacourbe est : v =- % coe 2x +
ﬂ Essayez de résoudre

o |0

Tmlwez I’équation de la courbe pess ant par le point A (1 ;-2) e dont la pente de la tangente
en un point (X ;y) dela courbe est : d_:3 Mcosl X-27 sinl X

®
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Unite: Intégral finie et ses applications

@‘- Exercice 4-2 @

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées

~ . O " p .
(1:; Slé = cosec- X, y=2 pourx= % alors y est ézale a

a -2-colgx b 2-cogx ¢l 3-cogx d 3-cotgx
2) J2 cos’ dx est éalea

a/x+Llsin?x+c bix+2sin2x+¢

G x—Tl sin2x+c¢ d x-sin2x+c
@:J .rsecdxtgxdx est egale a

a lsecxic bllsectxic

5 4

c %rg-"-xﬂ.c _d-—Tlfan?'x.—c
(a) J3x + 2) sinx dx est égale a

a 3x-Dewx+3Isinx-+c b -(3x-2)ewx+3Isinx-cC

' B3x-1ocEdx+2s5inx+¢ d _(x+1) cos x-2sinx+¢
Trouvez les primitives suivantes :
'@:'.rq’ié_cosxdx ([;:-fccsec“-{ix—S)dx ':If} ftgxccsxdx
{B}Isinxcmxdx @:I(lﬂanjx}ms:xdx iﬂ;f(si_nx—cmx):dx
ill}.rccs"xsinxdx 'ﬁ: Jsin® x cos x dx ]/3:.":( cos (x +5)dx

= g . 1 =&
{._i:. f(3+sim;)3 cexdx fl:_s:.rsecbxfgx dx iﬂf&dx
cOs X

@IEWEXmede f(aﬁx—sacxfdx iﬂf(tznfx*isinlx) dx

Répondez aux questions suivantes
20: Si j_":;: 7 - sin” X, trouvez y en fonction dex siy =5 quand x=0

+9) dont la pente de la

tangente en un point (x ; y) de la courbe est donnée par la relaion : m=2x+ ,\l sec’

éi) Trouvez |'équation de la courbe passant par le point (i i

b4
ol

o ! - - . :
(2 ) La pente de latangente d'une courbe en un point est égale a —acosec X on aest un constant.

a £/ 8
.5).(4

4 ; 1), trowez ' équation de la courbe

Si la courbe passe par les points (
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3 4-3 " 47 Intégral finie

- -

G Allez apprendre |

Le concept de |'inEgral
finie

¢ Unhsauen do théenmes
fondamental de la
diff érennelle et de
I'intégration pour ronyer
Uintégral fuue

= Proprigiés de lintégral
f1me

@Wcﬂh ulaire de b ai|

¢ Integral fime

&m pédagogique

¢ Caleulatics sientifique
¢ Lpmoel de grplisne

v

@ Réfléchissez ef discutez

Siy = fix), et la pente de la tangente en un point de la courbe de la
fonction est :

Y o pey=2x+3
dic

Poivez-vous trouver une valeur exacte de f(3) ;£(5) ;f(5) -1(3) ? Expliquez
votre réponse .

Remarquez que
1 daprés ladéfinition de I'intégral infinie:

y=J f' ) dx= f(x)+ c

oll ¢ est une constante sa valeur ne depend pas de x on doit la
garder dans 1" intégration pour qu’ il contient tons les fonctions dont
letanx de vanation est f{(x), donc " intégral infinie ne donne pas une
valeur exacte de la variable x .

2 Silavalewr de l'intéeral en x =aest {a) +c
etsavaleuwren x=Dbest (b)) +c¢
. La différence entre les valewrs de 'intégral en x=aetx=>0

est égale a f{b) — &), qui donne 1me valeur exacte (pour n’importe

que valeur de ¢) et sera note par af‘ f'{x) dx tel que:

I f1x) ax = f(b)-f(a)

Cette regle est appelée Intégral finie
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Unite: Intégral finie et ses applications

% Apprendr

Théoréme fondamental de l'intégration

Soit f ime fonction continue sur Pintervalle [a ; b] & F e primitive
quelconque de fsur [a; b] Ona :

J-b
T i) dx=F(b)-F(a)

Remargue:
1 . fb f(x) d x est appelée Intéoral finie, et selit (iméaral ilx) dx de a & b) ¢’est un nombre
reel qui dépend de:
2 | Les deux nombres a et b res pectivement
b Laresledef

Lavarable x étant une variable muette, on a donc:
S e f° I
& (x)dx=_J [y)dy=, fizydz.....
2 Nous écrirors la différence : f(b) - f(a) sois 1a forme snivante [I(:-c)]: ou f(x) | 1:

3 On peut obtenir 'intégral finie par calculer la primitive sans metire la constante ¢ puis on
remplace lavariable par les denx termes de I'intégral.

4 On applique toutes les regles des primitives e le tablean des primitives usuelles quand on
calcule I'intézral finie d une fonction continue. Si f et g sont deux fonctions continues sur
I'intervalle [a bl

Alors: n R :
v T o temlds= S fodxt [ e@dx

» afhkf(xiidx:ka.rbf(x)dx onkeR

@ Exemple ‘
Calcul la valeur d'une intégral finie

FI:' Trouvez | intéeral finie de la fonction f de x = 2 ax=4tel que f(x)=3x"-2
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> Solution
Lafonction f est un polyndéme continue dans R

Zfd G -2 dx = —l‘i]i

= (4" - 201 - (-2 - (-]
—64-8+18-4=60€R

I] Essayez de résoudre

(1: Trouvez la valeur dars ce qui suit :

al S ex+3)dx b Dfﬁdu o Jew0db

m Si la fonction est continue sur |"intervalle [a;b] aloms elle est intégrable sur cette intervalle.

Pans vy
Quelle est la différence entre I intégral finie et I intégral infinie ? Expliquez ?

Propriétés de lintégral finie

Si f est une fonction continue sur Pintervalle [a bl, c £ ] a b, alos:
. fawdx = L wdx
2. frodx =0

3. Liwax = iwaxe I dx

@ ExeTple Calcule la valeur d’une Intégral

=3 5! 5
(2) Si fest une fonction continueswR et | S {x) dx=6, . i =-14, Trowvez S () dx

©» Solution
f est une fonction continue sur R et x=3 pantage I'intervalle [1, 5]

5 3 x]
- R dx = wdx J odx Propriété (3)
4 3
:If l’(x)dx—i.r flx) dx Propriété (1)
=6-(-14)=20

L] Essayez de résoudre

!
@- Si f est une fonction continue sur R et _Ifl fix) dx= 255, EJ‘ f(x) d x = -15, Trouvez :
:f fix)d=x
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Unite: Intégral finie et ses applications

xemple " fua
@ E _p Calcule la valeur d’une Intégral finie

— 5
(3 ) Trouvez DI K-3ldx

Solution
g {x-3)six<3
D’aprés la définition de la fonction valewr absoln on a |x-3| = {

f estcontinieen x=3 :
x=3 six>=3

5 1 5 ya
S ix-3dx = L x-3ldxe, S x-31dx L
S SECHEDN
=L G-0dx+J (x-3)dx S -
=ae-2pP 1 X axp Hi—
:(9_2)+(§_15_219):£ ¥ 2 3 4 3 6 x

Remarguez gque l'aire de la
partie colorée est gale a 2,
] Essayez de résoudre unités carrées

W
3, Trouvez:

- f : T
a S ks 1dx b S -adx

@ Exeiple Calcule la valeur d’une Intégral finie par substituions

— 18 .
(4 Trouvez E,J" x4 £+ dx
> Solution

On peut obtenir I'intégral finie par calculer la primitive sans meitre la constante ¢ puis on
remplace la variable par les deux termes de " integyal :

Premiérement:
pour Lrouver Txd 3 ax on pose z= X + 3 Sodz=2xdx
_fx §y ©+3 dx= %J—J ¥ +3 (2.1{1:1:-:):% _lr-f?dz (sulstifution)
= %fz-l dz::l.v%z%+ c {integration)
= —i—q’ -+ +¢ (substitution par z)
Denxiement:

Uﬁ"‘ w+1 dx :[%J(:EJ.-S}‘];
LW AT =TT
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) Essayez de résoudre
@ Trowvez ;

B _ 2 :
al J'xd 5% ax bl ,J @4 £+3 dx

Remarguez gque
1. 1) On peut résoudre |'exemple 4 directement par trouver les valeurs de z correspondants
aux valeurs de termes de l'intégral (x=0, x=3)
Si x=0 SiE=3 Six=3 z=12
3 - L A
Df x4 ¥43 dx = 3f z‘dx:[%zua[‘

=1 W -Jar =T

! )|,._.

2. Dans la partie Essayez deréondre 4 b: Rx)=x" 4 » 3 une fonction impaire
Dans la partie Essayez de résondre 3b: f(x) =Ix" - 4| une fonction paire

Les fonctions paires ef impaires ont les propriétés snivantes dans I'inteégral finie:

1. Silafonction est continue et impaire sur 'intervalle [-a, al, alors:
I 0 dx=zero
2. Silafonction est continue e pairesur Uintervalle [-a, a], alors :

S awax=2 S 1= dx

Enutilisant les propriétés précedantes, verifiez vos répoises dans la partie Essayez de résondre 34

E I
@ xe:'lp s Intégral finie des fonctions impaires et paires

@‘\1 Trouvez :
s xto3x = B oa
> Solution

2 lafoncion &t continuesur R

- i w =3 e
C AR = == )
. . 2 x¥e3x
;. festimpaireetona : _:f S TR
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Unite: Intégral finie et ses applications

b [ est une fonction polynome continue sur R
T ER=(® - 1=x -1=Rx)
¥ n A
.. festpaireet on a: _3_f (x—-1dx :’_’.Dﬁ (x--Ddx
=2 [_% ® -xPy=2 x6=12
D Essayez de résoudre

{.E:J Trouvez

. ;Jﬁ " _dx b 47.,‘7:(4"‘}1—0(323)dﬂ

1+x=

Perse crltiale.

1  Sifest une fonction impaire et continue sur I'intervalle [-3 |, 5] , 3 IJ f(x) dx=9 ? quelle

est lavaleur de - J fix) dx

2 Sifest ime fondtion paire et continue sur I'intervalle [-4, 4], . ﬁ ) dx=20et
OI_ f(x) dx =6 . quelle est la valeur de.‘,.r- fix)dx?

@ Exercices 4-3 @

Choisissez la bonne réponse parmi les réeponses proposées

) si S Rodx=12, &0 d x=16 aors .S fx) dx est Geale &
a 28 b4 cl4 d 28

(2) Si fx) = Ix, alors ,J fix) d x est égale &
Lay =1 b | zero cl2 d) 4

Trouvez la valeur dans ce qui suit :

3 . ]
@Lt.lr xdx S_JLI’GK‘—E)dx @)Dr(ix-; I dx
. d T N S I Lk
@_.lfﬂ -a: o w2 -3 dx @ 2V 2+ ax
3 i )
@ S ix-1dx i) S x4 ax W xd =1 dx
= e i L 1
(z}m..flzsiuzrz dz 3 S tezsect zdz ’.id)ﬁﬁ(zx—‘?e‘)dx
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Répondez a ce qui suit :
i) si, S R0 dx=10et S 569 d x= 2, caleulez Ia valeur de

3 9 = L
2l S ¢ a] dx b S0 - el dx ol f3emdx
@ Si f est une fonction continne sur Uintervalle [4 |, 4] et ﬂﬁ fx)ydx=3.

calculez la valeur de
_E'Dﬁ[ftx)-'fﬂ]dx h _dﬁﬁx)dx.fesrimpaire
e ' T dx Fest paire
2 quand x << 2 .
@Si fix) = .[IDIWBZDID fix) d=x
xquand x > 2
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@ Refléchissez e discutez

1. Calculez I'aire de la région colorée dans les figures suivantes

geomelriquement.
}I‘ B _V 3 .v _H_‘JI_L_-
i e L’ﬂlu_lfgj 3 st = Txmh J\ f*é ::5___%7};
B = rr — 3 . a il s 1
- | [ T ™
i . Pire : | : | |
3 1 4 ] ‘* y X L 1 :4 jl 4 X & 1 * ‘*' $ b x
)

Figure (1) Figure(2)

2. pour chaque figure calculez i fb fix) d x ou f(x) est I équation de
lacourbe et les dioites x=a , x = b déterminent la région colorée

3. Comparez |'aire de chaque figure et la valeur de I'intégral ; que
peut-on déduire ?

I'aire de la région limitée par la courbe de la fonction f

et I'axe des abscisses sur l'intervalle [a, b]

Si la fonction [ est continue sur I'intervalle [a b] et
f(x) > 0 dans cet intervalle A est I'aire de la région limitée
par la courbe de la fonction f er 1'axe des alscisses et les

x= t!). alors:
= J fwax

droites Xx=a &

| Allex aEprendreq :’

¢ Connaitre |'aie
comune wtégral finte
Caleuler 1 are hrmtée
parla courbe d une
fonetion et |'axe
des absel s slir un
mtervalle [eims

¢ Caleuler 'aire de la
TELION COMPrE: enle
lescourbes #cantes

qB-\foca’nula ire de hnil_

Bare
= Unité carrée

[ Aide pédagogique-1 1)

@ Exemple
. L'aire desous la courbe

(1)La fi i 1 ) =1 ax 2L
a fizure ci-contre montre la L

courbe la

representdive  de

fonction f on fix) =1 +4x - x°.

calculer |'aire de la région limitee

=

par la courbe de la fonction [ et

3

Paxe des dlsdsses o Jes dioites | 4
x=1x=4

13 H\;
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> Solution
fest continue sur 'intervalle [1, 4] et () = 0 pourtout x = [1, 4]

1 ’
A= J fxdx - S ax-xd) dx
=2 -1t =p4e32-8-na2-4
=36 -%8-3 L = 12 unité daire
ﬂEssayez de résoudre

(1_) Calculez I'aire de la région limitée par la courbe de 1a fonction [ et I'axe des alscisses et les
droitées x=-letx=20on0 HNJZSK: i 1

REsecbis VA T T =]

Si la courbe de la fonction f coupe I'axe des alscisses Ve Y=t |2

en x=coil ¢= [a, b]. Expliquez comment calculez I"aire

au dessis "axe des abscisses et limitée par la courbe de A, | 2

la fonction et I'une de demx droites x=a:x=b(la régionA,). J N, s
¥ b

Remarquez que :

= Pour trouver 1'aire, on calcule les zéros de la fonction méme si on a les bornes de 1'intégral

qui partagze le domaine de la fonction en des intervalles

= FEtude de signe de la fonction sur ces intervalles s'il existent. Si la fonction est
> Pasitive, f(x) > Osur Uintervalle [a; ¢] , alors A = af flx) dx

» Nésative, f(x) < O sur I'intervalle [c; b], alors A, =| cf’ f(x) d =l

@ Exemple ; :
— L'aire au dessus |’'axe des abscisses et la courbe d’une fonction

'[_-Z:'J Calculez 'aire de la région limitée par la couwrbe de la fonction f fix) = iy 2x+2 etla

droite % =3 an dessis 1"axe des alscisses .

> Solution
On calcule les zércs de la foncrion en meftant fix) =0 X oo q w
= ETTE. P X= - sgrof - 0 '
kol X 0 done . :x=-1 sign o ) < 8 @) >'8

.
“ laire demandé A = S f(x) dx

(2x+2)" P

L
:_ljlfﬂx-l".-.)'jcb(:[‘i_i

2
3=

4
3 (2%)" = 6 unité camrée

[8°-0]=

o1
e
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Unite: Intégral finie et ses applications

ﬂEssayez de résoudre

et la droite

(2) Calculez Iaire de la région limitée par la courbe de la fonction f: f(x) = 1

X =4 et situeé an dessis de 'axe des abscisses.

D) Exempl
¥ ~xemple I'aire limitée par la courbe de la fonction f et |’axe des abss

cisses y §# ]

- M x=3],
(3)8i £ ] 3] - Rouf(x)= x' - 4% Calculez I'aire de 3 el
la région limitee par la courbe de la fonction et située au f .x
dessiis 'axe des abscisses. A A,
> Solution 3 "Ul i | 5 X
I\
On calcule les points d’intersections de la courbe avec 1'axe 2 f
des abscisses ( les zéros de la fonction) 3 11
< 3 = o ax )
) =% -4x=x(x -4) = x(x-2) (x + 2) N
Quand f(x) =0 x=0orx=2 orx=2 .« { | —
D apres 'etude du signe de la fonction on a
f(x) = Osur U'intervalle [-2; 0] sur I'intervalle [2, 3]
.
. I'aire demande A=A 1+ A, = _jf G2+ 4x) dx + ._J" (33 -4x) dx
_ 1l 4 a0 1 _d_met9d
=7X _.X':]_:I[‘QX 2],
=(0-(4) (&L 18- (-4
= LL Unité canée
Remarque importante
Pour déterminer I'aire comprise entre la courbe de la fonction A Y1 i
q
et I'axe de abscisses et les drottes x = -2 ;x= 1, conune montre .
1a fignure ci-contre . f(
A
On fronve gue: . .
f(x) > 0 quandx € [-2,0], fx) <0 quandx < [0, 1] W Ik
A,
I"aire demandeée A =A; + A, 2 Y /]
=31
:_31{](33—43)(&.i|0f1(x3—4x}dx| il ¥

8

R O e S WL a (RN . B, TR B
=[xt 2P, -2y

q- e -
=4 I(%—Z)—Ulzfﬂf- - I:—T* nité carrée .

7
4
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] Essayez de résoudre

(:j} Calculez I'aire de la réeion limitée par la courbe de la fonction y =3 + 2x - x° et I'axe des
abscisses.

Calculez 1'aire de la région limitée par la courbe de la fonction y =3 + 2x - x et les droites
E=-1,x=4et y=0

@ Exemple — ) .
—oe... Application Architecture des aires

(4) UnArchitedt & désignerlarentrée d’ une hatel alaforme d un arcd’ équation y = -~ (x- 1) (x-7)
oil X mesuré en metre, cefte entrée a €té couverte par de glaces dont le metre carré coiite
1500 L.E. Quel est le cofite des glaces?

> Solution
Mouodélisation du probiéme :

Le coit de glaces = " aire des glaces en meire carre  le prix d’ un meire carré

Seit le prix total = P L.E., A=1"aire de gilaces en meétre carré

P=1500 A )
Calcul Paire des glaces ; ya
Soit le plan horizontale 1'axe des alscisses ;| domnt : ’
I'équation y = 0 I'égquaion de l'arc de la rentree 7 \
S
y = (%) tel que: z
l 711 \
f(x)=-F(x-1)(x-7) <
= 1 2 3 444 70X
SSifixy=0alors :x=1 ou x=7
aloss fix) =0 pour tont x € [1, 7]

7 7 5
Lare A= J -2e-Dx-Ndx= J (i 4x-1)ax
= [—%x—" + %2 -%x]ﬂ = *11—9 -%) =18 (2 de(1).(3)
-~ k=1500 ~ 18 = 27000
c-a-l: le coiit de couvrir I'entrée de I'hétel par de glaces est 27000 LE
] Essayez de résoudre

(4;' Si le coiit de couvrir d' un métre carré des couloirs de I'hétel par de gramite est 400 L E Sion

a cowvrest 5 couloirs de méme aire par de granite, chacun limité par lacourbe de lafonction

f et les droites d’équations x =0 et y =0 ol f(x) =12 - ,% %, Calculez le prix de couvrir

les 5 conloirs.
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Unite: Intégral finie et ses applications

2) L'aire de la région comprise entre deux courbes

Si f et o sont deux fonctions continues sur Uintervalle [a, b], et f{ix) = g (%) pourtont x
£ [a, b], alors |'aire de la région comprise entre les deux cowrbes y=fix) , y=g(x) et
les droites x= aet x= best donnee par la relaion

A= J [fx)-g(®]dx

Dans la figore ciconire reinarqoez que : },“ /l/y =T
f et ¢ sont continues sur I'intervalle [a ; b] ! ey
f(x) > g (x) pourtomt x = [a; b] 3 | .llt ‘
Silaire compnse entre la courbe de f(x) et I'axe des abscisses = A = ) '
et l'aire compnse entre la cowrbe de g(x) et I'axe des abscisses = A, _t y gV
aloms |'aire comprise entre la courbe de f{x) et g(x) =A, - A, NEFEERENE Eq»
Dosc: A= a.rhf’(x.) dx - af pix)dx= :.f [Ax)-ex)]d=x

Remargue importante: Si la région est comprise entre denx ty i
courbes sécantes, alors les bornes de l'intégral sont les (b, y,)f
abscisses des points d’intersections. r'r___ N

- Al | f] [
Exeiple L'aire de la région comprise entre deux | i/’

courbes /
:5 ) Trouvez1 aire de lasurface limitée par lacourbe représemaive m
defmctionyl:#'?,dmire ¥ =xX-2 e |'axe des ordonnées L x=al I

&> Solution
Pour trouver les abscisses des points d’intersections onmet y, =,y § j;,r': i 3l Z________.
= il =41

X -2=4 2 Enélévant les deix membres aul carré £ -

X -dx+4=x donc : X -5x+4=0 JI -
(x-1) (x-4) =0 2x=1 oux=4 W11 41 4
en x=1 H=d T =Lip=1-2=-1 ¢ I =

done .y, #¥, '3‘

Soalorssi x=1ilny apas de points d'intersection pour les

deux courbes quand x =4 Y= 4 =2,3,=4-2=2 =¥ =¥

.. ‘alors les bornes de I'intégral sont x = 4 et x = 0(1'axe des ordounées) les courbes y et y,
sont continnes sur 1'intervalle [0 4] ; on choisit une valeur dans I'intervalle 10, 4[ soit x=2
en x=2 yi=42 ,y.=2-2=0
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c-a-d y, =y, pourtout x < [0, 4]
" I'air de larégion=_J (y, }'..)d'h.— ﬁ(J_—x Ddx

_[ x:——x‘ 1]4 _-('1 )— (15) |'.*(4)—1_° 818= umteda.l.re

ﬂ Essayez de résoudre
@Trﬂuvaz I"aire de lasurface limitée par la courbe repreésentative de 1a fonction f et la fonctions

g oi: fx)=x"-2 et g(x)=3-(x'1)°

@ Exemple ; .t .
plusieurs régions entre deux courbes sécantes

E.E_'J Trouvez I'aire de la surface limitée par Ia courbe représentative de la fonction f et la fonction

g ou:
xX)=x-3x2+3 et gx)=x+2 l&;l:"ﬂ 3
£ Solution: b AL
» Pourtrouver les abscisses des points d’intersections : 'rl —I
Onmet f(x)= g(x) I ) |
X -3x"45=x12 '
3% x4 3=0 7 X
3% (x-3)=0 #¥p hol 1 2 3 4
2 (x-3)-(x-3)=0 il = - 342 5]
Y1

(-3 EE-Dix D=0
J.ox=3 ou x=1 ou x=-1
» L'imtéeral sera donc sur les inervalles [-1 ;1] et [1 ;3] pour trouver I'aire :
A=A A,
1 3
A = J 0 -geodx o S -g) 1d
= 1.fl (x-3%" +5-%x-2)dxl 4| lf’ (x'-3x" -x+ 3)dx
=IE-x w3 e atex - L s

=|2+6 +26-30=4 1 4 =8 unité d'aire

ﬂEssayez de résoudre

"aj Une société de publicité produit une affiche pour commercialiser un produit sows la forme
d une réniou limitée par les courbes représentatives des fonctions fet g on fix) = 2x° et
o(x) =x' - 2x° ol x en décimetre. Calculez 1"aire de lasurface nécessaire de papier d'affiche
pour pmdm.re 1000 affiches pour cette production
» En utilisant un programme graphisme tracez cette affiche puis trouwvez umne

méthode simple pour calculer son aire.
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@\3 Exercice 4 -4 @

Ecrivez I'intégral finie qui exprime I’aire de la partie colorée dans ce qui suit, puis calenlez

sa valenr.
olma anEugROINEEIENENEO]ER
L_?I: 1 E—Kr_ |_l- I 2:“} f L
4 == Lyextl) iy
: i == U
s K ] ]
: .o \L {/ T
1 \= P i —
= 5 = ot e
I Of 12 3 4 K 2 10112 k 0} IE N
Y B .f'\ " 7
OlEEIENEN2O/NENE & ® T
{-, '—Y—:‘—":i\l: / f--i,r;.—- g Izq-l' "’J y .l-‘:rq:_i-,_l‘
E] —l"“-—_—'-—*‘i b d /
3 AN [ 24 \
i SN S /| I\
2 / [4 ‘-\.}r_'-_;:_/ ‘/ X
1 : = 'ﬂf K1) T A3 ==
il & % & i
O] 1 2 4 4 ¥ ‘3 0'. 1 .-l| ] (lyz2-%)
S
h J
Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées :
@ L aire de la surface limitée par les courbes des fonctions v A l’
y=x e y=Ixl est ésale a: /
0, o \ /
a2 [ -mdx b S (x-2) dx 2
1 , 1 ,
c Zm.lr (x-x)dx d If (x-x)dx X T30 ] )
k4
@| L'aire de la surface limitée par la courbe de la fonction l - I
y=x'e y=x, est éoale a: : I
a [l -xdx b2 fii-ndx i V
e Jl(x-x"dx d 2 f'x-x")dx :
(9; L’aire de la surface limitée par les droites y = %, x =2 a : 0 [
y=0.est égalea:
a Tl b 1 I
(e 2 d 4
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Yoet les droites

@} Laire de la surface limitée par la courbe de la fonction y = x
y=0etx=2 est égale a

a g big cl2 d ]

Dans ce qui suit, calculez 1"aire de la région comprise entre :

@La courbey =35 - x-, I'axe des abscisses et les droites x=2et x=1
42 Les droites - x+ 2y =9 ,x=1,x=3 e y=0

@)‘I.acourbey:J x+4  etles droites x=0, x=5 et y=0

@ Lacourtbey =3 -2x-x" el |'axe des abscisses

ﬁj‘: Lacourbey = 4

x

@ La courbe de la fonction F: f{x) = (3 - x) (x - 1)- et les denx axes ou f(x) >0

e les droites x=1,x=4ay=0

»i’B‘Laouurhedelafmlcﬁou Efix)=(x-1) (x-2)(x-3) et les droites x=4 ety=0on
fix) =0

{18 Les courbes des fonctions T et g oit f{x) = 2 o o(x) =2x + 4

j?; En utilisant I'intégral finie, démontrez 84y | L

que I'aire du triangle dont la longueur e R ; pr
— X8| =
de sa base = a et sa hautenr= b est égale i.-’;f - _I_: ; L] fﬁil,) }
§ = T
é% ab \\.___F;{;L>< |4 f
. . . : ; : z

% Bensé uiliigue ;. Dans la figure ci I s = .
coutre, trouwvez l'aire de la surface Pt B O ™3 %
limitée par la courbe de la fonction f et f-_;ﬂi}._:j.x:.‘ D !f
les droites y, et y, oi: | r_r)ﬂ ¥

fix)=x' ,y, =x+6,y,= =%
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Volumes de solides dg&

S révolution pammes
@ Reflichissez ot discutez - Wll

¢ Conndite le velume
comme tlézral fie

¢ Unhisibon |lintd gral

Dte pourcalenler les

volumes

Caleuler le velume de

révelution engendré par

la rotanon d une ealon

Avezvois vu ‘Alfcackher malker,
qui tramsforme le terreau en
Antiquiteés et ustensiles de cuisine
en melaneeant l'argile Aswani avec
de I'eau et le coupe et placé aulonr
de l'axe spins, et le faconner avec

S

ses doigts et ses Aides pour produire - pompnss entre deux

des corps avec des formes attrayantes. Etant donné que ces objets sont eourbes

appelées? q:_! Vocabulaire de bas
# On Concu les boweilles en plastique pour remplir P ——

de l'eau gazeuse, les jus et de |'huile en difféerentes :
volumes et capacités. Comment »n

Selide de révelution

vous pouvez calculer ses voluimes et
ses capacités quand on les concut?

Solide de révolution

Le Solide de révolution engendré
par larotation d'une région plane
une tour complete amtonr d'une
droite fixe du plan qui est appelée
«axe de révolution.

Les figures suivantes montrent quelques exemples des solides de
révolutions obienu par I'aire A quand il fait une tour compléte aurour Ms&-@aﬁg&
la droite L ¢ Calenlatnes ssentifigue

Logiolel de graphisme

'

Cone droit Cylindre droit
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Volume de révolution

1) Volume de Solide engendré par la rotation d'une région plane autour d’un
axe .

Sif est une fonction continue sur I'intervalle [a, b] , f{ix) = 0 pourtout x £ [a, b], alos
le volume de solide engendre par la rotation d'une région limite par la courbe y = f{x)
et I'axe des abscisses et les droites x = a et x= b, une tour complere autour de I"axe des
alscisses est: V=71 afb [T dx

) Exemple ) )
— = Rotation autour de I'axe des abscisses

!.-
= ' 3
{ _}_'; Calculez le volume de solide engendre par la rotation
d’ une région limité par la courbe fet 1 axe des abscisses ; / ";'L_‘-..,:d—~—2——.___ﬂl
et les droites x=-1et x= 1, une tour complete autour de (0 =x"41
1'axe des abseisses, tel que f(x) = x* + 1 _ o X
» =3 101 1 =3
> Solution . ¥

La fonction [ est un polynome continue sur I'inrervalle
[-1, 1], fix) = 0 pour tout x £ [a, b]
Soit le volume obtenu de la rotation =V

IS 4
sV=w J & )rdx

! y
=r J & aspdx

=AER2x e =32 unité cube

ﬂEssaye: de résoudre

ﬁ) Calculez le volume de solide engendré par la rotation d' e réeion limitée par la courbe
f et I'axe des abscisses ef les droites x =0 et x =3, une tour complete autour de |'axe des
abscisses, tel que f{x) = x Quel est le nom du solide engendre ? Expliquez comment verifier
de votre reponse.

E I
@ xeip . applications des volumes

{EL‘ En urilisant 1"intégral, demontrez que le volume du cone droit est egale é% r hoirla

long ueur de rayon de la base, hsa hauteur
©» solution :

Le cone droit est engendré par la rotation

d un triangle rectangle de tel soite que 'un

de deux cotes de I'angle droif est situe str < = o

I'axe des abscisses amonr de 1'axe des h

Kus]
4

abscisses une tour complete.
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Unite: Intégral finie et ses applications

On trouve la relation entre X et y = fix)
tg 0= % (1 Sy=xtg 0=M(x)
-.-V:ﬁaf[f(mﬁ]dx:;rufdx"—:gﬂedx

el !l L]
=F g0l = L Fig’d (2

; oy T
de(l)tge_ﬁ?_ T
Stant@=

h_ -

r=

hﬂ

Smbstitpant en (2) SV= % W= i_rr'l h

) essayez de résoudre m@
() En wilisant inteeral , démonts
2 En utilisant I'intégral , demontrez que:

L'equation du cercle
i ceunre (0,0) et de
rayon (r) 1s:
4y =r

a2 | Volnme de la sphere = % Tr
( rest lalongueur du rayon de lasphére)

b volume d'un cylindre circulaire droit= /7 r* h
( r est lalongueur du rayon de sa besse et hisa hantens)

Rotation autour de |'axe des abscisses

1:5) Trouvez le volume du solide engendre par la rotution de la région limitée par la courbe

. . By : . : .

d’equation - i__z 1 et |'axe des abscisses, ona et bsont deux comstants une towr compléte
a= -

auwour de | se des abscisses.

©» Solution :

-

. Larotation autour de |'axe des altscisses Soyr=b (1 - x: )
B
Bornes de I'intégral :
y=0 X =a ca-tl x=-a,x=a
V=17 .&.r“ b (1- y—) dx=271 Ufa(l— K—) dx (pourguoi 7)
2 a
- X3 -
=27V [k-—),=27b[a-La)
2a= 3
:%JI b a unite cubique.

] Essayez de résoudre
@ Trouvez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe

d’équationy = 2x-x" e 'axe des abscisses, unetour compléte autour de I axe des abscisses,
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Remarque importante ¥
Si larotation amour de I'axe des abscisses € les
droites x=a,x=0b alors :

.

V:.?Ia_r y-dx

Si la rotation amtowr de 1'axe des ordonnées e

les droites y=c¢,y=d alors :

V:Hc.rlxzdy

@ Exeinple Rotation autour de I'axe des ordonnées

I.E_i Trouvez le volume dusolide engendré par la rotation de la région limitée par lacourbe y=x-+ 1
e |'axe des ordonnees, et la droite v = 5 an cour d’ une revolution antour de 1"axe des ordonnéss.

> Solution : ¥

y=x + 1 et larotaion autour de 1'axe des ordonnées
SoRE=y=1
Quand x=0 , y=1

Bornes de l'intéeral y=1,y=5

V:?Icfxzdy:ffgfj(y—l)dy

= [ (y-171°=2(16 -0) =87 Unité cubique
[l Essayez de résoudre

(4) Trouvez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe
d'équation y =x" et |'axe des ordonnéss, e les droitey = 0 et y =6 an cour d’une révolution

attour de I'axe des ordonness.,

2) Volume du solide engendré par la rotation d'une région limitée par deux courbes

Sifet g sont denx fonctions continnes sur I'intervalle [a; b] , {x) >0, 2 (x) >0
pour tout x £ [a; b], alors le volume V du solide engendré par la rotztion de la

région limitée par deux courbes et les droites x=a, x= b an cour d' une révolution

amonr de I’ ase des abscisses est

Ver f M0 -k ®F1dx
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Unite: Intégral finie et ses applications

HKemarguez que
1- 8i la région limitée par les deux conrbes y, = f(x),
¥- = & (X) est tournée ot y, >y, pourtout x € [a, b]

c’est la région colorée dans la figure ci-contre an cour d’nne
révolution antonr de |'axe des abscisses, alors les abscisses
des poiuts d'intersection des deux conrbes sont les borues de
I'intégral aetb oi a <~ bLe volume V du solide engendré est :

V:S’Ia.rb E‘.’y31 —yzz) dx
¢ : V:Eaﬁyjl dx—)‘raﬁy:j dx

2. Si larégion limitée par les deux conrbes
x, = f(y) etx, = g (y) est toumée o X, >x,
pout tout y £ [c, d] ¢’est la région colorée dans la fignre
ci-contre an cour d nne révolution autour de 'axe des
ordonnees, alois les ordonnees des points d’intersection des

denx corbes sout les bornes de I'intésral cet doit ¢ < d Le
volume V dusolide engendré est V=7 c.fd [(x,-x)dy
c-a-l.: V:!{cﬁ x31 dy—'.'l’efd 33,: dy

=

Q;.-.'r Exemple

— Rotation d'une région limitée par deux courhes autour de |'axe

des abscisses

[é?Trouvez le volnme du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe
y =x- et ladroite y=2x au cour d’ une révolution autonr de I'axe des abscisses .

> Solution :
Sofent y, =X, y,=2%

Pour trouver les points d’intersections on pase y, = y-
. x=0 on x=2
" ¥, = y, pourtout x £ [0, 2] comme indique la figure
b 5 3
Te V:)Tﬁ.r (yt‘—}"l")dx
=T DJ'— 2 -Ex) dx
- V=a J @xt-xYdx

=JI [f‘T X xj]é

<1
3
=7 (E-Dy=a«L=01

nuité cubigue
5 biq

G|
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ﬂEssayez de résoudre

@\* Trouvez levolume dusolide engendré parlarotation de la région limitée par les deux courbes

y=4x , y=x"au cour d’une révolution autour de I’ axe des abscisses .

E I
@ mﬂp ¢ Rotation d'une région limitée par deux courbes autour de I’'axe
des ordonnées

[ta Trouvez levolume do solide enzendré parlarotation de la région limitée par les denx courbes

y=4 -% et ladroite 2x ty =4 an conr d’une révolution antour de |"axe des ordonnées.

&> Solutjon :
-" La rotation autour de I’axe des ordonnées VA
gl = 2= Iy e o g
.3{;—!1—3:',?:3_(2—T (. 2?_:.7_52 ) 1;»%'___4_1
= ==
Aux points dintersections X, =x, 1"
= Yy - , 1
doy=@-Ly ~Ly=0 1
y(y-4=0 y=0,y=4 ML !
ef 331 }.-xf.l for each = = [0, 4] i

ven L' o -shay=a S 1-n-@ Irie
= (T
= .fd (y - —)dy Ty f]

= [B- 3 ]_ 3 JT unité cnbigue

ﬂEssayu de résoudre

(B:j Trouvez le volume dusolide engendré parla rotation de la région limitée par les deux courbes
2y=x" ef y=4 x auncourd’nne révolution autour de I’axe des ordonnées.

Choisissez |la bonne réponse parmi les réponses proposées:

@ Le volume du solide engendré par 1a rotation de la région limitée par la conrbes y = 24/ ¢ |
y=0e x=1an conrd’nue révolution antonr de |'axe des abscisses est égale a
a - b 0 el d2

1

Lg _ Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la conthes v = —
X

et les droites ; y=1 et y= 2 au cour d’ me révolution antonr del’axe des ordonne est égale a

a % b A e\ ‘di2z

A
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Unite: Intégral finie et ses applications

(3::' Levolume dusolideengendré par larotation de larégion limitée parlacourbes y=x- et ladroite

¥ = 1 an cour dune révolution aufour de ' axe des ordonné est égale a -

a b %JI c %}I dl 2z

P . - N

A _if (4 - ) d x est le volume de
a une sphére de rayon 4 unités b ' un cone circulaire droit de 4 umites de haureur
€ 'une sphere de rayon 2 unités d un eylmdre ciroulaire droit de 4 unEs de hauteur

Calculez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par
les courbes et les droites données au cour d’une révolution autour de I'axe des
abscisses dans ce qui suit :

{Ff:'y: X, Xx=53,y=0 (5)y:3—x,x:0.y:0
@ y=—,x=1x=4,y=0 (@)y=Ixl,x=2,x=4,y=0
i L

Calculez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par
les courbes et les droites données au cour d’une révolution autour de |I'axe des
ordonnées dans ce qui suit :

(ﬂ)y:x.yzl.x:ﬂ {P::Jyzle;!{:ﬂlyzﬂlyzs
{i}y:drxz.}::ﬂ.yzﬂ @y:xf‘.x:o'y:o,y:g

@x--#ﬂy:ﬂ. *x=0,y=0 ,y=3
Répondez a ce qui suit :
(i.-ijl Calculez Le volume du solide engendre par la rotation de la rézion limitée par la courbes
¥y =4 -x et ladroite =0 au cour d’une révolution autour de .
Premiérement: 1’axe des abscisses Denxémement: 1'axe des ordonnées
{s} Calculez Le volume du solide engendré par la région limitée par la rotation de la courbes

4 . P ¥ .
y=_ et ladroite X +y=>5 nne toure compléte autour de |’ axe des abscisses.
X

ﬁp} pepse cotinue | Siles points A(-2;0);B(1;5) et C(4;0)sont les sommets d’un
triangle ABC. Calculez Le volume du solide engendré par la rotaion du trniangle ABC

une toure compléte autour de 1"axe des abs cisses.
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@ Résumeé de Punite

Dijférentiation o une fonection : soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert qui contient
x 1y =fix) alors :

dy=1"i(x) d x ou dy diltérentiation de y et dx différentiution de x.
Intégral par substitution : |’une des méthodes pour trouver 'intégral de  produil

de deux [onctions dans legquel en  transforme intégral en  Intégral usuelle @ si
7 =g (x) est une fonction dérivable, alors :

Jfigng wdx=Jfz dz

Intégral par partition : L' une des méthodes pour trouver 'intégral de produit de deux fonetions
I"une n'est pas la dérivée de I'amtre, Si y et z sont deux fonctions en x et dérivables,sur un
intervalle T : alors: J ydz=v zZ- Jzd ¥

Tableau des primitives de quelques fonctions usuelles
K"’I‘I = G e

Im"{lx:‘m*—i: ol neR-{1} r GOE?ﬁ?%tgxd.x.-L{J::uerE
£ = 5 Z.neY

..rsi_nxdx':—uusx+ﬂ .rcbsecxcul'gxd X=-COSeC X —€
y#FnA.neY

Jcosxdx=sinxic Jexdx=etic

Jsec?xdx = f2x+c

X# M1 g nel

3
.I-CUSECEKLIY.:‘EUigK—C 'rL-{[lenlx|+u x?’:;ﬁ;:ru
X#EN.nes 2
Intégral finie :
Ihéaréme:

Soit { une fonction continue sur I'intervalle [a:b] et F une primitive quelconque de f sur [azh]
alors ufh fix)dx=F(b)-F ()

Propriétés de Uintégral finie :
Si Lestune fonchon continue sur intervalle Jazb] . ¢ e Jd sl , alors

7,

f b i
A S fodx=-, S fx)dx @ J txdx=0
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.,f’ fdx=, 0 f9dx: ,ﬁ fix)dx  pourtoutce [a;b]
@, J fdx=0 ( est une fonction impaire )

T ax=2,1 i dx (f est une fonction paire)

ngendr plane une tour compléte autous
clée axe de révolution
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@ Exercices généraux

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposeées :
) siftx) =S Gx’-5) dx et £2) =3, alos {(-2)

a -6 hil_j3 g7 d 12
~N R
2) 1%::;-- %,5'=71 quand x= 1, x=e alors y est égale a:
8 e b :?-f—l c F_;i d%—l

() J1g' xdxest égale a

8 [pX-X+¢ bligx+x+e € sec’x+c d %tag%xrc

@) si.f fdx=4, alos.J [3fx-1]dx est égale a
a 9 b 11 012 d 8§

Pl . . : R B

(5, Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbes y = x-
e |'mie des abscisses o les droites X = -2 et X = 2 une toure compléte antour de |"axe des
abscisses est éoale a

5 5 5 ]
Trouvez la différentielle de :
© y=3¢-1 Dy={exd’  @y=tx+
: E X
{6} )’:EE':" ih}y:ex‘—}z |ﬁ;y:ecn32=
12) z=1n(x" < 1) 13) z=(In 2%y §4)z=In cog (3x-1)

= X

Exprimez ce qui suit par un seul intégral
~ I3 % 3 ~ g _ ! _
{S:}UI X-dx+ _jf xdx uil;l_df ¥ R2HD dx—d.r ¥ xR dx
—~ [© 2 - - &
7. kdx+ J xdx 8, = dx+,J dx

Répondez a ce qui suil :

fijg')Sij..r1 f(x) u:lx:S.:.rl o(x) d x= -3, lrouvez:
4 2
a . J 3fmdx b, J 2em0dx
c :fd [3f(x) -2e(x)] dx d :IA [3a(x) +4x]dx

20) Sif(x)=6x-4,F(1)=2,f(0)= 4, trouvez f(x)
Trouvez les intégrales finie suivants :

. —~ R ~ ! _
.0 @ Ydax @ f 2 ax & L 21 ax
—d = e g J_

X -1
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ié‘_‘) ],fl l:x"'Sﬁ dx i_;:‘ .;1"“1 18-kt dx é": n_rj." 4-% dx

X T=

En utilisant la substituntion convenable calculez les intégrals suivants :

D xx-5" dx a) [ XX N [xsed (€ +2)dx
Gil).rsw*xtam;dx @}fxe"—j'}dx i!)f%dx

En utilisant la partition convenable calculez les intégrals suivants :

33) S3xf 223 dx Qd} S Inxdx -ti}lf_‘ixe::"-dx

Reépondez & ce guoi suit :

@n} Trouvez | aire de lasurface limitée par les courbes y =7 + 2x-x , y =(x- 1)

6?‘) Trouvez I"aire de la surface limitée par les courbes y =9 - X, y= % + 1 e les droites x =0,
x=3

QB:Trmwezl'ah'e de lasurface limitée par les courbes y=9 -x- , y=x + | & | ‘axe des als cisses
et les droites x=0,x=3

@:} Calculez Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe
1

¥y= e les droites x=2 e x=4 aun cour d une révoluion autour de .

2 |'axe des alscisses b I’'axe des ordonné

Eﬁl}) Calculez Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbes

y=4 7 , et I'axe des abscisses et latangente a la courbe au point (2 ; 2) delacourbe au cour

o une révolution autour de I'axe des abscisses.

Pour plus d activités et des exercices : visite le site électronique  wwwisec3mathematics.com.eg

- misrforprinting Livre da | aleye - 247 Sacondaire 135




-

ElJ reuve cumulative ]

o

Choisissez la bonme réponse parmi les réponses proposées :

':I; .r(ﬂr—ccsacxcotgx') dx estegale a:

a 4x-cosecx e b 4x+ cosecx ¢
€ 4x-cotg X+ ¢ d 4x+cotgx ¢
= % 1 P
{:?_,-fei_} dx est ezalea:
a -Lt(ex-3)-c b -lnlet-3l+c¢
¢ lnle*-3l+¢ d Linle-3+c
G) J @-ix) dxest égale a:
a 4 b2 el d zero
{4;‘ L’aire de lasurface limitée par lacourbe y=4 4-x et I'axe des abscisses = unire
care .
al 2 b |4 © 2 d 4z

.') 1 5
G si J tdx=5,. s@=74dos J (48020 +3)dxest égalea:
bl 612 d 19

:\5?‘, Levolume dusolide engendré par la rotaion de la région limitée par la courbe y = — ef les
dioitessx= 1 eéex=4 el y=0 au cour d' une réevolution autour de |"axe des alwcisses et
egale a en unité cubique :

a) & b A CHEY ; d 37

T
3

L

Répondez a ce qui snit :

@: 7) Calenlez les intégrals suivants :
x+3
8 S Tra dx b Jxtf x3 ax

@sifw=x+DEC 45 Ddx {2 =1, trouvez £3)

{9: 9 Calculez les intégrals suivants ;

@ Irgxsec‘xdx b fy1+anx cosxdx
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‘@} Calculez les intégrals suivants |
a Jxnx dx b fxe* ldx
@ Trouvez lavaleur de ce quisuit:

Ly}

3 L
a J X 3sinLdx b S £3-21x)dx
: = 1

i?: Si:.fj fix)dx=8, :f: a(x) dx =3, trouvez la valeur de 3ﬁ (fix) + 2g(x) -5) d x

iS} Trouvez en unités carrés 1" are de lasurface limitée par la courbe f(x) = (x - 2)° et I'axe des

abscisses dans 'intervalle [2 4]

LAY 1 a A ? B e y
14, La figure ci-contre montre la région limitée par les ¥ /
courbes ¥, =47z ety.==+x', trouvez: —, ERiges /
f "'HT'_‘__ i ll/ | o
@ I'aire de lasurface limitée par les dewx courbes y , et y. |
- [ =40z | )
b Te volume du solide engendré par la rotation de la 4 T |
Rire >
region limitée par les deux courbes y, et y, au toure
d’une révolution autour de I axe des abscisses.
¥

Si vois ne pouvez pas réponder aux questions vous pouvez voir ce tableau :

N°dequestion |1 (2 |3 |4 [5 (6 |7 (8 |9 (10|11 |12 |13 |14
g

Voire Legon 2|1 (3 |4 |3 (5|1 [FE|2 L [3 |3 |4 |5
i3]
(471
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Epreuves généraux ]

o

Premiérement : Répondez a la question suivant
N

\1, Choeisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées
i - . AF . @y
1- Laquelle des fonctions suivanies vérifie la 1'elHlouF =y1?
a y:l_£ (x-= )t b y=sinx
C y=e* d y=—_%
y=e Y=% 0
2- Silalongueur de rayvon d’un cercle angment d'un tanx de _i cimy's, alos son perimetre
sl
augment d'un tax de cin's
all 2 b2 c d' 27x

i

3- I__a courbe de la fonction f (x_'l:f - 3x" +2 est convexe vers le haut quand x €
a ]-o,0[ b ]-e, 1] 8)]1,3[ di]1,e]

4- 1_._"—-‘-"— (sin X + ¢cos X) dx est ézale a
a 4 bia G zZero d g

3 4
5- _ Sif est une fonction continue sur R, 5 f 2fix)dx=8, f 3f(x)dx=29, aors
J 5 dx=

a' zero - | c 3 d's

6~ L’aire de la région limitée par la courbe y= 410 - x et I'axe des alscisses en unités
carres est egalea:

a lem b 1271 c B d 471

Deuxiémement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes

P ; o dy

2, ' a8 Trouvez: S sinxcos® xdx b Sie*-x -y =0, [rmwezd'_ enx=0
4

™

3, '@ Déterminez I'équation de la tangente ala courbe x -3 xy -y~ + 3 =0 au point (-1, 4)
b Les cdtés de l'angle choit d'un triangle rectanele a un moment donné etaient 6 cm et
30 cm, s1 lalonguew do premier cdte angmente d' un taux de % cm/min ¢ la longueur
du denxieme coté diminue d'un taux de 1 cm/min. Trouvez:
1-Te s  angmentation de " aire du triangle aprés 3 minutes
2-Letemps apres lequel I'augmentation de 1'aire s”arrete .
'.:4: a Deéerminez les infervalles de croissance et de décroissance de la fonction
f(N=x+2sinx. 0<x<27
b | 'Trouvez | "aire maximale d’un rectangle tracé de tel sorte que deuxsommets corns écutifs
soient situés sur lacourbe y=x - 12 e les deux autre sommets sur la courbe y = 12 - x-.
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I.f,', »

5, '@ Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la région limitée par les deux

courbes v = % et y=(x -3)" an cour d’une révolution autour de ' axe des abscisses

b ' Tracez l'allure générale de la courbe representative de la fonction f qui vérifie les
proprietes suivantes :

f(H=Ff(3)=0,f(2)=3 f"(x) < Opourtoumi x#2
f'(x) <0 pourtomtx < 2, f'(x) > 0 pourtowrx > 2

- EPI'EUVE 2 !

Premiérement : Répondez a la question suivante :
T Choisi e . Lo s S
(1, Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées :

1- L'équation de la tangente a la courbe de la fonction f(x) = e = au point
(L. 1) et

a 2y=x+1 bly=2x+2 C'y=2x-3 d/2y=3x%1

2- Siy=4n'+4,z=31n -2, alors le taux de variation de z par rapport ay est égale a
all2n b2 c % d 4

3- Lavaleur maximale de ’expression 8 x-x oix=R et
a8 bl 16 c 32 d 64

4- Silapente de latangente en un point de la courbe de la fonction f est ésale & Ferk Ia

courbe passe par le point (3, 0), alos (e +2) est éoale &

a2 bl3 c In2 d In3

5- Si_f est une fonction continue sur R l.lr_ F(x) dx=9 DJ"' fix) d x = -7, alos
lf fix) dx=
al 2 b'sg c! 16 d 43

6- Le volume du solide engendré par la rotation de la réeion limitée par la courbe
y=J w1 etlesdroites y=0,x= -1 et x= 1 au cour dnne révolution autour de I"axe
des abscisses est égale a

L

:‘3{ c 20 d f

a' j b

Deuxiémement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :
e ¥
(2, Trouvez

a fxex-1"dx Jxel=dx
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b ' Trouvez le taux de variation de /75 T4~ par rapport a :—,, enx =-3
7, ; e
\3) @al/Si xcosy +y cosx= 1, tronvez o

b Trouvez les valemrs maximale et minimale absolus de la fonction f dans 1'intervalle
;o fx)=2%"+6x%x+5
l'.:;_l) a 51 f(x)= 2% + X quand x < 0
2x -x° quand x > 0, trouvez :
4
1. les valenrs maximale et minimale relatives de la fonction f 2. _l.r ix)dx
b/ Le volume d'un cube angmente réguliecrement en gardant sa forme d’un tanx de
27 em' / 'min, trouvez le tanx d’ ang mentation de son aire totale quand la long uenr de son
arete est egale a3 cm
:5_} a 'Trouvez |'aire de la région limitée par les courbes y=x- et y = 6% - X en unités carrés
b Si(2;-2) est un point d'inflexion de la courbe d'équation f{(x) = X +ax +bxolaeth
sout des constantes, trouvez:

a) Les valewrs dea et b. puis tracez la conrbe de la fonction .

e Epreuve 3 e —
Premierement : Répondez a la question suivante :
G) Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposeées

1« L'équation de latangente a la courbe du cercle %y =25 en x=3 est

a4 b -2 gl 3 ). 4
=% 4 B L - 3
2- Si f(x=—"_,alos "(3)=
a -36 bi-12 G 06 d 4
3- Sid'_v:ccsecjx.yzl quand x=  alors y=
dx 4
a -(2rcotgx) b -(3 i cote x) G 2-cotg X d 3-coigx

4 1 i
4- Si J rxydx=7.,J e dx=2,alos.J RAx)-3 ¢ (x)-5]dxestéqal

al -18 b 3 ¢ 10 d 14
5« L’aire de la région limitée parles droites y=2x -3, y=x+ 1, x=2 est éoale a
alg b3 gl 2 d 6
6~ Levolume dusolide engendré par la rotation de la région limitée par les courbes y=tz &,
et y= cosec 0 et les droites x= % B = £ an cour d'une revolution antour de I"axe des
abscisses en unites cubiques est ézale a:~
al b ¢ d 270
& 3 3
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Denxiemement : Répondez aux treis seulement des questions suivantes :
':2_: a Trouvez la dérivée de y par rapport axtel que - y=x Inx
b/ Sif(x)=% (S Déterminez les intervalles de convexité vers le haui et vers le bas
ainsi que le point d'inflexion (s°il existe) de la fonction [
@| Trouvez
all. fx(:-:—S)jdx 2. Jaxeéx dx

b Trouvez les valenrs maximale et minimale absolues de la fonction f oi f(x) = x* -4 x°
dams 'intervalle [0, 4]

(4, Si le volume dit solide engendré par Ia rotation de la région limitée par la courbe y=x° ; et
les droites x =0 ety = laucour d une révolution autour de 'axe des abscisses est égale
aunvolume d'un il eyl  indrique de longuenr 42 nnité, quelle est la longueur de mayon du

fil?
b Un triangle isocele de base fixe de longueur L cm, ses cotés diminuent d’un taux de 3 cm
{min. Quel est le taux de diminution de sonaire quand il devient un tiangle equlatéral?

C\S: a Trouvez I'aire de la région limitée par les courbes x-y=0,y=4x-x°

b 'Tracez l'allune générale de la courbe de la fonction continue f qui vérifie les propriétes
suivantes
1- f(M=3 2- FR)=1"(2)=0
3- f'(x) >0 quand -2 <x<2

4- f"(x) <0 guand x>0, f"(x) > 0 quand x<0.

| EPI‘EIIVE 4 T

Premierement : Répondez ala question suivante :
™ s n # - -
(1) Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées

]

%-3 diy . .
- .alo:sx:l.d_,_estegalea:
X =a X

1- Siy=
a -12 b 6 c b d 12

2- [ sec xtex dxest égale &
1

a sec'x ¢ b lsecixic

c

] [ P

g =X +¢ d—,,ltgtxw;:
3- Lanormale au cercle % + y- = 12 d un point sur le cercle passe par le point

al(2:3) b (L) ¢ (0;0) d (22
4- 1.a courbe de la fonction f{(x) = (x - 2) e * est convexe vers le bas dans "intervalle :
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al]-om; [ b ]1-1;2[ cl10;2[ di]-je]
5- f3xix-4l dx est égale
a'-27 b -20 c 20 di27
6- Levolume dusolide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe x= JL_
1 =y <4 etl'axe des ordonnges an cour d une révolurion autour de | axe des 01'(1011112&5
en unites cubiques est égalea:
al =7 b!347 7 ¢ 27 log,’ d =7 Log3

Deuxiémement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :

{ a : : 2
2/ Trouvez : I(Sh 4ex) dxfﬁ dx
b/ Sisiny + cos 2x=0. Démontrez que : d_gr _(d__\r): tey=4 cos 2xsecy.
du- dx

::3:, alsy }f f(x)dx=7, ,.If' g(x) dx=3, calculez lavaleurde LI‘I [fix)-2g(x)4]dx

b | 8i la courbe de la fonction f ol f(x) = ax’ - bx~ + ¢x + d admet une valeur maximale
relative au point (2 4) e un poinf d’inflexion au point (1 ; 2). Trouvez I'équation de la

courbe

i-;:: 2 | Tronvez I'aire de la région limitée par lacourbe ¢« + ¥y =1 e les droites x=0,

y=0

b Tracer la courbe représentative de la fonction continue f qui vérifie les propriétes
suivanfes :
f(4)=2f1(3)=4. f(2)=0

f'(x) <Oquad x>4ou x<2,

"(x) <0Oquand x >3, x) >0 quand =< 3

a  Demontrez que le volume dusolide engendre par la rotation de la région limitee par les

©

4 = - F 1 . :
coirbes y = — et y =35 - x au cour d une révolution autour de I'axe des abscisses est

o
ezal a9 @ unités cubiques

b ' SiAest |'aire de la partie comprise entre deux cercles concentriques de rayons R1 e R,
tel que R, > R, , Trouvez le taux de varation de |’aire A par rapport au temps quand
R.= 10 cmet R,= 6 cm, sachant que R, avgmente duntaumx de 0, 3 cm /s et R,

diminue d'im tmux de 0, 2 cm/ 5.
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e Epreuve 5 ||

Premierement : Répondez a la question suivant :
{1} La figure ci-contre montre la courbe de ' (x) pour la fonction f tel que f(®)=ax' + bx,

ou a et bsont deux constants

!.h

Complétez: 4
a | lafonctionf est décroissante pour tout x = 3
b ' lacourbe de f admer un point critique enx = Z \
€ ' la cowbe de [est convexe vers le haut sur'intervalle 1 \
d ' il existe une valeur minimale relative pour la fonction [ o ﬂ " ﬂ T4 \':
fen x=
e f(l)= 1

I"aire de la région limité par la courbe de 1a fonction | et les droites x=2;y=0, en
unités cairées:

Deuxiemement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :

N
(2) @ Trouvez:

©

@
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1- S22 dx Z-Ide
2 3x~1

SiflR) =x"-6%"+9x-1
1- Déterminez les intervalles de croissance et décroissance de
2- Déterminez les valeurs minimales et maximales alsolues sur l'intervalle [0 ; 2]

Si f(x)=4 +colg X - sec” %, trouvez I’équation de la normale a la courbe de la fonction
fau point de la courbe d’alscisses égale a %

'Un récipient vide de 10 metres cube de capacité, on verse l'ean dans le récipient d'un taux de

(2t -3)m’ / min oil tle temps en minutes, trouvez le temps nécessaire pour remplir le récipient.

Tronvez : bm | Ayt o
¥ oy Ay 41

On vewr dessiner une affiche a la forme triangulaire contenant 800 cm de 'article
impriniee de telle sorte que la largenr de chacun des marg inaux s uperieure et inférieure
est 10 cin et chacun des marginaux a cofés est 5 cn Quelle sont les dimensions qui
rendrent son aire minimale?

Trouvez le voluie du solide engendre par la rotation de la région limitee par la courbe
y=4—x ; ef les deux paities positives de deix axes des coordonnées au cour d'une
révolution autour de |'axe des abscisses .

Siftx)= x* +ax" + bx 4 onaet bson dex constants, trouvez a et b, si la fouction
admet une valewr minimale relative enx=2 et un point d'inflexion enx="1. Puis tracez

la conrbe de la foncrion




= Epreuve -

Premiérement : Répondez a la question suivante :

P F s o A

1) Dans chacune des phrases snivantes choisissez la lettre (A) si la phrase est vraie et Ia
lettre (B) si Ia phrase est fansse,

I - Lavalenr maximale relative de lafonctionest plus grand quesavalenr minimale relative

(A)(B)
2 - Letaux de variation de " - ! par rapport a% est % (A) (B)
J-SJ?‘-rrzzam:fgzij (A ®
PO all P o Y (A) (B)
2y Ax2)
5-ﬁy:xmxummmmjf —Inx (A) (B)

6 - Si(a (&) est un point d inflexion d’ une fonction continue f, aloss :
f'(a=0 (A) (B)

Deuxiemement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :
F i
Z/ Tiouvez :

alf T dx, f(3e e My dx

A5k X

d 'y

= =4xy(3+2x)

b/'Si y=ae = -1 démontrez que :

o

{3) a | Trouwvez: Jootex cosec’xdx
b/ Si D est la distance du point (1 ;0) au point (x ; y) appartenant a la courbe y =4 » ,
trouvez les coordonnees du point (% ; y) pour que D soit minimale .
@) 2 | Trouvez les valeurs maximales et minimale atsolus de la fonction [ on fix) = x (x—4)
das intervalle [-1 ;3]
b Si la pente de la tangente en un point de la comrbe y = %) estégale a6 %+ bx &
f{0) =5, f(2)=-3. Trouvez lavaleur de b, Puis tracez la courbe de la fonction f .
@ a  Trouvez le taux de variation de In(9 + x°) parrapport ax + 3 enx=1
bISi A(0,3),B(1,4), C(2 0), Trouvez en utilisant I'intégral :
(i) L'aire du triangle ABC .
(ii) Trouvez le volume du solide engendré par la rotaion dutriangle AAB C au cour

d'une révolution autour de I'axe des ordonneées .
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= Epreuve 7

Premiérement : Répoixdez a la question suivant :

™ . _— . -

U/ Dans chacune des phrases snivantes, choisissez la lettre (a) si la phrase est vraie et Ia
lettre (b) si la phrase est favsse.

1- Siyi=3x -7, alos: j—{=ﬁ (a) (b)
2 - Le point (0 ;1) est un point d’inflexion de la fonetion fix) = x' -3x+ 1: (0, D (a) (b
3= % [ cote ( cos 3x)] = 3 sin 3 x cosec” (cos 3 X) (a) (b)
4-f(]—cmx}dsinxdx:—%(lIcusx)5+c (a) (b
s-."™ . i)x:e—" (a) (b)

-
%

€ (a) (b

6-J( =5 s “ydx=2elnlx -
i e

=

Deuxieémement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :

N I
(2) Tronvez :

a ._rxsinxdx et Ifl 4 ¥+ dx
b Trouvez I'équation de la taneente alacowrbe y=In(2 - ¢§ 2 cos x) au point de la
courbe d’'abscisses egale a %.
@ a8 Déterminez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas aingi que le point
d'inflexion s’ il exisite de la courbe de la fonction f{x) = (x-1)* + 3
b Un parallélepipede rectangle sa base a la forme d’un carre, si le coté de la base augment
d'untaux de 0,4 cm/ s et la hauteur déminue d un taux de 0,5 cm/ s. Trouvez le taux de
variation duvolume quand la loneuenr du cété de la base ézale a 6 cm et la hauteur ézale
ascm
(&) asifm=J x4/ x+1 dx
b Unstade alaforme d un rectang le dont deux cotés opposés seterminent par deux demi-
cercle en dehors du rectangle de diamétre égale a la longuenr de ce cit€, si le périmetre

du rectangle est égale 3400 metres, démontrez que 1'aire du stade est maximale quand
cestade ala forme d un cercle, puis trouvez la longueur de son myon.

3,/ B Sx) = X' -3%x + 3, trouvez :
1) les valeurs minimale et maximale absolues sur l'intervalle [ 0, 2]
2) I'aire de la région limitée par la courbe de la fonction [ e les droites x=0 et x=2 &
y=0
b Trouvez le volume dusolide engendre par la rotation de la cowrbe xy =2 o les droites
x=1 & x =2 aun cour d’une revolution autour de I'axe des abscisses
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.| Epreu\fe 3 =4
Premierement : Repondez a la qll?_'i'lillll'l suivaid :

N ; ik

\1_,' Complelez ce qui st

» * d.'
a S]le‘zl.alom:[__’l,_lz

B _d |MER ] —
B - TTe™]

€ Le point d'inflexion de la fonction fou f{x)= x -3x-1est:

Ki é
d  Si lafonction f est continue sur 'intervalle [ 2, 7], alors : A f f(x) dx + - f fixydx

e I’aire de la région limité par les comrbes y=x" et y=4xest égale a
Unifes carrées

=

i b d’
f Siy=x-In 2 a+#0, alors: [%]Rﬁ]:
a X

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes :
Q} Tromvez: :
(x <332 O
a I;dx. Jxterdx
x
b Trouvez |'équation de la tangente a la cowbe f(x) = 2 t2'x au point d’abscisses %
appartenant a la courbe

5
(3:- a ! Trouvez of Ix-21 dx \\ = | ,JR
b La figuier ci-contre montre les courbes de g et z ol \.l- = 2 =" x
gX) ="(x), 2(x) ="(X) et 3 L__
f est une fonction polyncmialle enx . '-"/_,gll!_! = ;._;
Tracez la courbe de fsachant qu’elle passe par les points / \ \ ==
('ls 0)-(1 4) 1‘ ‘
X
G_i}. 2 Déterminez les valenrs minimale el maximale absolues J O N | O
sur lintervalle [0, 2] on fix)=3 §4-2° &
L
b Une barre de 5 m de long 1'me de ses extrémités est
fixé par un chamier sur un sol horizontal et I'autre extrémité est eélevee verticalement
vers le hawt par o treull d'on taux de 1 m/min, trouvez le tawx de dimimition de la
projection de la barre sur le sol quand sa hanteur est 3 mefres dusal
e

'\:,} a | Untrapeze est trace dans un demi-cercle dont la base du trapéze est le diametre du demi-
cercle , déterminez la mesure de 'angle ala base du trapeze pour que l'aire du trapeze soil

maximale,
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b ' Si A est larécion limitée par la courbe de la fonction x y =4 + x et les droftes x =1 ;
x=4,y=0. Trouvez:
1) I'aire de larésion A a une unité carrée pres .
2) le volume du solide engendré par la rotation de la réeion A an cour d' une révolution

autour de 1" axe des abscisses .

— Epl’EIIVE 9
Premiérement : Répoindez a la question suivanle :
i\l: Choisissez In honne réponse parmi les réponses proposdes
1- Six=21r+7,y=¢y/ ¢ ,n=1, alors::-_V est égalea:
) X

b 2 g2 d

4 - 6
2- Lacourbe de lafonction f est convexe vers le bas si f(x) est égale a :

L.

o s

al 2=% b2+ % gl 2 =% d'2+xd

3- Si lacourbe de la fonction f o fx) =x° +kx +4; k< R, admet un point d'inflexion
enx =2 ; alors k est écalea:
al .6 b' 3 c'6 d g

4- s f5est une foncion continue sur B, 1 .r if(x) dx=7 4 f 3 fix) ds=-11, alars :
(I %) dxest dgale a

a -4 b 18 c -18 d: 77
5- S ix-11dx estégalea:
a -6 b 0 c 4 d g8

6- 1 aire de larézion limitée par la courbe de la fonction y= % et les droites y =0 et
Xx=2 estegalea :
al 1 b 2 c 4 d g

Deuxiemement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes :

3x

Sl . - . Jox e dx

==

{2:,: a Trouvez:J

b Trouvez la mesure del’angle que fait latangente alacourbe y' =x° aves le sens positive
de I'axe des abscisses en X =8 a une minute pres .
2

\3) 8 Sisinx=xy démontrez que: X~ (y+y") +2Zcosx=2y

b Silacourbe y=2x"+ 3x" + 4x + 5 a deux tangentes paralléles 1'un d’eux passe par le

point ( -1 ; 2), trouvez | équation de " anire tangente.
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4
(a)a

Un ballon monte verticalement vers le hawt d’un taux constant de 28 m / min, On a
observe I'angle d' elevation d’ un poit du sol qui se trouve & 200 metres du liew de depart
du ballon Trouvez le tan< de variation de I"angle d’élévation quand le ballon a200 metres
de hautenr

3i la penie de Ia tangente en un point (x ; ¥) de la conrbe y = fix) et éeale a
3( x -1) Trouvez les valems maximale et minimale reldives de la fonction et le poim
d'inflexion s’il existe sachant que la courbe passe par le point (-2 ; - 1). Puis racez la
courbe de la fondion [ .

i§> Si ladroite AB coupe la courbe de la fondion [ au point C (x, y)on x > 0, A(0; 2),
B(b6 4) e ix)= i_. Trouvez :
x

a

c

d

I'équation de la droite AB b ' les coordonnées du point C
I'eéquation de la normale a la conrbe de f au point C e montrez qu’elle passe par le point
d’origine O

R
le volume du solide engendre par la rotation de la région limitée par la normale OC e
la courbe de la fonaion f et ladroite x=6 an cour d" une révolution antour de |" axe des
abscisses.

_. Epreuve 10 E—————————

Premiérement : Répondez a la question suivante :

@e Complétez ce gui suif :

a

lim T S
x_.m[l ?) =

9 (5-2cogx)’=
dx =

Silafonetion foirflx) = kx' + 9% admet un point d'infletionen x=-1; alos k=
3
4 T (4x —6x° +5) dx=
1
Si la fonction [ est continue sur I'intervalle [1 , 4], alors | fA fix)dx+, f fix) dx=

L aire de la région limitée par les courbes y = x* + 1 ef y = 2% est égale a unite
caresg,

Deuxiemement : Répondez aux trois seulement des questions suivantes

(2)
'\2. ¥, a

b

148

Trowez:  Jig(3x+ Ddx o J(1-x)Bx-x)7ds

Si les deux equations parametriques de lafonction f ouy = f{x) sont :
x=2n'+3ety=n"', Trowezen n=1:

1) I'équation de la tangent ala courbe de f 2) -y

d x-
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(3, 2! Etudiez la convexité de la courbe de la fonction f oil f(x) = x’ — 1 en précisant les points

d’inflexions s'ils existent .
b Si - f3'f(x) dx=9, 5.r ¥ flx) dx =4 | trouvez lavaleur de

LT3 60 -6x ] dx

Q.

4, 2 Trouvez l'aire de larégion comprise entre les cowrbes y - x=6, y+2x-3=0

b ' Un récipient 4 la forme d'un cylindre droit d’une hauteur intéricur de 9 cm et la lonsucur
du rayon inténenr de sa bage est 6 cm. On met une barre mérallique de longueur 16 cm
a I'imtérienr du cylindre, le taus d'acroissement de la longueur de la barre a l'intérieur du
récipient est 2 cm/s, quand l'extrémité inférieure se glisse sur le diamétre de la base. Trouvez
le taux de grissement de l'extré mité inférieure de la barre quand il arrive 4 la fin du diametre.

7N : 1 ; . .
(3, 2/l 5iletaux de variation de la pente de la tangente de la cowrbe d’une fonction en un point

quelconque de la courbe (x ; y) est 6(1 - 2x) et la courbe admet un point critique en
x =1 et une valeur minimale relative egale a<.

1) Trouvez 1’ équation de la normale en x = -1
2) Tracez la courbe de f en montrant les valenrs maximale et minimale relaives ainsi

que les points d'inflexions’ils existent.

b | Trouvez le volume du solide encendré par la rotation de la région limité par les courbes

y=x+1 e y=0 x=0etx=1 aucourd une révolution autour de*axe des abscisses,
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Réponses de quelques exercices

Unité 1

Exercice (1- 1)

a1 @B @i &
56 O ',,l.? (7)3x" -2 cosee xtg x

@ 3 cosec (2 -3x) cotg (2 -3%)

i@ ;—1 cosec { H_Tl @ - cosec x sec- (cotg x)
@: -2 cosecx (1+cotg X)

ii) 2 cosec (T-2x) cotg (JT-2X)

fi3:: -25in 2%
Y - ;

14, 3 sec 3x + 2 cosec 2x cotg 2X
45,3 sin 6% + 2 sec’x 1g %

15 cosec” 3x

is) 2 cosec xsec” 2%+ tg 2X cosec X g X

@ cut-fx_ e
G —fh. ese (1 +x) cote (1 + x7)
i‘_!} 12 sec” (2x + /1) te (2 7T)

@ COSEC 1L COLE X

_fl

24 14comox

—~ FRC

‘2_1’,' 2x cotg 3x - 3% csc- 3x
COEEC X

&———

cosee ¥ cots %

é‘\ 32w+ 3 eset 3w =2 cotg I

3=

[ x +3)°
— 2seextp N -
W- (1 + smex)’ OB+
7@ 2 b 2
Exercice (1-2)
o o
Jc ';E:' € 3,/ d
OISR =
de 4y
a

Gy = W TS

dx Iy 3

B dy _ (o) dy __ 3(x*+2y)
\8/ dx = NS e = 23@x2)
i"\-.l dy _ y-Sx _ Ixy

dx Jy-2 2y
j '_ :L
L dx Rtoosy
dy _ ymox-moy
@H_ LOOEY 4 COFX
yiese” % eamey

dy _
DL -

colg X - X cosae Y eolg y

150

i;\d_y yieosx-2xsiny
7 dx  xTcosy- Ty snx
@ 3_3" = cotg 2x cotg 2y
= :
dy _ 107 Y _ el _
i =5 i L=ef=y7
O W W
F 'a| Lacourbe a une tangente verticale en n
= % orn=1
‘b La courbe a nne tangente horizontale
-
enn=-;
Exercice (1-3)
Gla=1 , b=11, ¢=19, d=-23
y=67 y=4
f,-\ " it} ™ " 1:
2, y"=60x-24 3 =
/Y \3/Y x+ D

{a) y"=8cos 2x-7)
(—j y" = 27 sin (7 - 3x)

i }i'“ = -4cos2x ( # }f!'" ﬁ
i_/' LYl G/ 75 i_) o
Exercice (1-4)

':l:: a Equalion delatangente: x+y-10=0

, Equation de lanormale: x -y + 4=0
b 12x-y-86 =0

x+ Ry 17=0
¢ 12x-y-38 =0
x4+ 12y+21=0
7N T
2, a y—Z:-i.(x—T)
s Pee o g O
¥ — xS
b Y'].:-.}F(X—%)-
1
= 5 /s
yrl=agg -3
3)ia 2x-3y-26=0 3x+2y=0
bl x+y+2=0 x-y=0
c x-y+3=0 x+y-1=0
d y:ﬂ.x:i
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(4) a 2x-3y4=0 3x+2y-19=0 & %:iﬁL 4 dy _ 3-x
: P %-y X Y42
b 2x-y-4/1 =0 43 (x+2y=4 @) dv _ ycosx
.::5_::,]::4 y+2=0 :x %
(6) 8.5 unité cané ) g =colgxootey
(7) at point a(0, 1): x-y+1=0 (o) @ %L%(Z'x- Dx+2)°
Xty-1=0 b ..{dv_-_ri
at point b(0, -1y x+y+1=0 = "y 5
Xeya1=0 1)@ xyT -9y+24=0
Exercice (1- 5) 5 :ﬁx-g-12:04 W
N N N N\ ' X-¥y= Xtay -3l =
Kad gl 3 A i2)@ 3x-y-10=0 =x-3y=0
(5) 8% = 0.8 Unitél sec gl
LT, ’ b x+2y+1=0 2x-y-3=0
(6) %2 = 1607 cnr'/ sec 43) 1 unité carré
@ % = 347 emY see 16) 99cmisec i8) -1 Unité /sec
“n o 49" 2 8 784 .0
(@ %;1: 50  emfom’/sec i_'_l) -8 cm- /sec T sec -5 om
N dr i 20} % kk Unite /sec il; 10¢cm
\3) e gp = g S see @\ s 5 5 4y
- - = m/ min So=Z = - Zrd/ min
.'.i—"s’:—4cn€!sac # 3 dn : 3
g 10 23) -12 em/sec 24 - 7o W/ min
40) -3cm/ min S e -0.01rd / min é5: 0.14 rad/ min 25:, A liiaee
N . hY - &
ilr'*m m/ min 43 60 e/ b iz’j ﬁ nunité carre / sec
Réponse de l'exercice généraux Réponse de l'epreuve cumulative
™ £ . o, = Y
'\!J d 2oc 3, d @b Lﬁ: c :2: a {3:‘ ¢ ':51 d
(?_} b (;\. Bn” - 6o 12
©a %:1—2 s¢ 2% = (L 20)
Y ; Dx-3y+48=0 )20
b =—5——+5secixIg 5% _
dx 3 x = (B_)g'x—ﬁy-'lg-%=0
e W =2.107" xsin (7 %) .
dx xSinGE2) b 193 cm- /cosec
dy : P
d =275 (Tx+1 ~ 2043
dx ¢ ) f:_!:-— ‘01{'_ cm/ cosec
3y ] K
" Unité 2
oy dy 2 . .
1 i = 2 cosec 2x (2sec-2x- 1) Exercice 2= 1
@b L=ay7s D4 De @b @o
@@ b2 g% ®e © e @
T iy T 3y Tode 18y° o ~ .- e
92 'iﬂ_, 1 i‘/ e’ 12, -1
misrforprinting Livre da | aléve - 3°¢ Secondalrs 151




{3} 21lna i-l: e’

Exercice (2-2)
®s @i @4 @e
G) 15xt e'r & @x-ne

o N eI g
G262 m3  (8)s5xe” -V

a2 o+l

\’J" T -7 @ ® (% + 3‘1
x4 12 )

iu; X+ D 12, x [1+21Inx]

-
ﬁ"'ﬂf?lf& E;e

C T [ _ lege
c:gx

% (log x)°
@ g cosece  tg &

W, S 17-157
tfﬁ‘,(ie s e )-15

is) 2 {9264

N ody dy _ =58y
- dx__y £> dx X
@39“’“511;“#-.*00531113]
X
ri.';}e’:yee -@I}ex"t&{e”
45
@ (1 -lmx)
E

% D 1. n(l-n
@15 ol

T e I b
@j.?.-.n g |
DR W==3

@ syela0 @

B

§4) 128 o/ day 8.7 e day

8 gm / day
Exercice 2-3
@« @ ¢ ®a @e
{E} e, ";_:‘- x'+2e' 1 ¢
&) 41nlxl ~e*+c
@_;Lek.h_w :‘\;}%f;x.uc

\-_[

L

iz

iﬂ/"lﬂl texl+c

43) 2 In(e*+1) + ¢

1
T
i-!\j—_:l Inldx-1l+¢ {5}% In(x +D) +e

. ]
i?,' Inlsinx-cos x| +¢

®ll1l 1+sinx|+e @ Inl cosecx -1+ ¢

20) liln = + ¢
$1) 2 ) x+11 +

22) L(x)* + ¢

é{t}lul:ﬂ—ﬁxill fC

25) dlnlxl+ e* 4 ¢

6) 41/ In3x | ¢

%8) £(3) ~4.11

+Q

23) Inlx*-1+ ¢

&) _%(l_e Inx) +c

Réponse de I'exercice généraux

X d
@a  @a
) ss={103}(s)
) ss={039}
o™

(9)2.197} = .2}
e @e!
‘i_;\. Gredr |

'\
12" T?L :-:--»-'_‘

i'.‘f' e* [ 3:-

ét’ d)':

(e* L'
LN dﬂ.r 3
3 —
B =
&)-8
Lo d‘ — ]
&7 W wInli0

@ec @u
5.8 ={25}

@8) ss={191}
q0) s.s = {1654}

@ e’ @ Te*

< In (x2+1)]

P

22,0

D dy _ 4
d== An®
dly

1 —H+ 8 e*

@-2

@}%: 2% [1 + (x+ DIn2]
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51; 3_1':3;'5‘ [%—- 2xInx] :EZ: f est décroissante dans J- oo, 3[
- - f est croissante dans 13, oo

3?; [sinxln(l-3%) + ic%] (1 -3%)°% (5:1 f est croissante dais ]- @, O[
i-'{: 3_1,: & (_L 1) x?l f est déc.roissanle dans ] 0, 4]
X X fest croissante dans |4, = [

34 x= 4;_ §s)x=y¢ (a) f est décroissante dans |- oo,- ¢ 3 [

_\ € .. . f est croissante dans - &7 , &3 [
'3"/ x=3 '37} x=47 f est decroissante dans ] /3 , @ [
38) g\’ = ‘:‘l 39) 31n x> + 3% +¢ (5) f est décroissante dans ]- =, -1[
o 5 f est croissantedans ] -1, oo
40, ZInlxl + ¢ :B:': f est croissamte dans ]- =, 2[
31: 3nlxl -2 e 4c f est decroissante dams ]2 |, oof
f'_\ : ¥ (;:1 f est croissante dans |- w, O
42, ¢ lnlxl+5x 1w +c f est croissante dans 10 , o[
N Ly 0 e ;B: f est croissante dans ]- o, -2

- U E f est croissante dans ] -2, oo
'@_-‘I:',%ootg “x-Inlsinxl +¢c (!I': f est croissante dans J1, 2[ ,
~ f est décroissante dans ] 2, oo

5, =7.456 Unité de longueur S
f"i e deforstett 'i!; f est croissante dans ] 0 o0 [
a6, 3xy-152=0 =x+3y-1544=0 il: f est croissamte dans - o, O
@;‘; y=8lnlxl -8 In4 -2 f est décroissante dans ] 0 | eof

2N o 12: f est décroissante dans | - o, o [
N 13: f(x) f est croissante dans ] 0 ,%[

Réponse de |'epreuve cumulative §3) f est décroissziite dans 10, Z[

'::1:' c CZ_: d ':_3_? b ':;!:' g .
~ > it Croi SIS
:5; @) 3 (x3+1) I est croissante dans | 513 ol
5 { 1 f est décroissante dans ]% 2l
y' = & @ . =
=4 Exercice 3-2
c y=2(=-2) {1} f(0)=0  valeur maximale relative
;7: @ x*+3lnlkl+c f(Z)=-4 valeur minimale relaive
B2 g :2:' f(-1) =2 wvaleur maximale relative
:; € c f{l1)=2  valeur minimale relaive
3 :
c Fln llnxl+e 3) f0y=0  valeur maximale relative
:E_;;‘ )= 7 (x+ 11n2) =2 & al f(1)=-1  wvaleur minimale relaive
A, (-2) = 6 valeur maximale relative
Tl = 2 valew minimale relative
Unité 3 f(0) =2 val inimale relati

’:5) f(-1) = -1 valeur minimale relative,

Exercice (3-1
( ) f(0) = 0 valewr maximale relative

Q) fest décroissante dans ]- o, 2[

Fiest Groissasite ditis 1, i f(1) =-1 valenr minimale relaive
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< _ﬂ -16 .. .
:\ﬁ: fl——)= valewr minimale relative
: R AN
A l& . ’
fl—) = valeur maximale relative
IR ¥ )

':ﬂ f(-1) =2 valenr maximale relative,
f{1) = -2 valenr minimale relative
ifﬂj, f{0) = 3 valeur maximale relative
'?l_}} f{-2) =0 valeur minirnale relative
o) f{2) = 3 valeur minimale relative
1:' f(-1) = -3 valeur maximale relative
f{3) = 5 valeur minimale relative
ﬁ: No valewr maximale relative or valeur
minimale relative
ir3} f{0) = 4 valeur maximale relative
4:,' fl2) = e” valeur maximale relative
rj:s: f{0) =2 valeur minimale relative
{b} f{1) = 1 valenr minimale relative
i7)R2) = 8 In -4~155 valeur maximale
relative

E;;‘ Lafonction a une voleur maximale abs olue

s

=3, et une valeur minimale alsolue =-1

’i") L"I fonction a une voleur maximale abs olue
=2, el une valewr minimale absolue = 1

w, ¥ .
éﬂ La fonction a e volewr maximale
absolue = 4 7. et une valeur minimale
absolue= -4 7

i_]\- La fonction a wie volewr maximale
absolue ~ 0,37, et une valeur minimale
absolue=0

i a=1, b=9 |

Exercice (3-3)
(1)@l [4:5] b {22} e J0:5[
d 4,0 e (0;0) 1.2 g8
f:i: Lacourbe est convenevers le haut pourtout
x e R pas de point d'inflexion
{;3: Convexe vers le haut dans |- 1]
comvexe vers lebas dans ] 1 ;e[ |, (1:-1)
point d'inflexion

154

N,
A4, Convexe vers le haut dans ]2 ; o[, convexe

vers le bas dans ]- «o; 2[ |, (2:46) point

d'inflexion.

7N

e P r
convexe vers le bag ] - w J:[ ]J_ e[
points d'inflexion: (4'_ Ldy 2 ”;)

Couvexe vers le haur dans }-1; 1[
vers le bas dans ] -oco;-1 [, 1122
point dinflexion: (-1: 2) , (1;2)
ii_') Convexevers le haut dans | 2.2
vers le bas dans ] - oo;-2[, ]2 ;[
pas de point d'inflexion
(é'; Convexevers le haut dams ] - oo:4[
vers le bas |4 o[ pas de point d'inflexion
car il n'va pas de tangente au point (4;4)
:9; Comvex vers le haut dans ] =00 [, J0;00]

pas de point d'inflexion

00 ===
ii:-azj.h:-i ia=0 ;b=1
DI}
s YNNI
N1
: \
< N/
PN b
DI
% ) ;:
= |
7 4 N7
3
i i
\
2
- A
- 51 ”
I'I o
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=
W
-
|

Jdl -lh )

"

— '\\
b
TEERE

i?) (0;5) avec l'axe des ¥
©(1:0), (5 : 0) avec I'ase des x .

f{3) = 4 valeur minimale relative

fiB:] (0, 3) avec l'axe des v
(7 :0), (7 ;0) avec l'axe des x .
f{0) = 3 valenr maximale relative

9) Point d'inflexion: (1,1)
f{0) = 3 valenr maximale relative
fi2) = -1 valeur minimale relative
points supplentaires : (-1:-1),(3:3)

20) Point dinflexion: (0 ; 2)
fi1) = &
f-1) :% valeur maximale relative, poinis
supplentaires: (3 ;8) , (-3 ;-4)

1) Point d'inflexion: (0 ; 1)
f{2) = -1 valeor muinimale relative
f{-2) = 3 valenr maximale relative
points supplentaires: (4 ; 3) , (4 --1)

%2) Point d'inflexion: (2 ; -2)
f{1) = 4 valeur minimale relative
f{3) = 0 valenr maximale relative
Intersection avec les axes : la courve passe
par le point d'origine
points supplentaires: (4 ; 4)

23) Point d'inflexion : (0 ; 2)
fl1) = 4 valeur maximale relative
fl-1) = 0 valeur minimale relative
Intersection avec les axes:
(2:0),(-1;0)avec axe des x, (0 :2) avec
axe des v

 points supplentaires: (-2:4)

24) Point d'inflexion: (0 ; 2)
f{2) = 0 valenr minimale relative
f{-4) = 0 valenr maximale relative
Intersection avec les axes: (0 ; 2) avec axe
desy

valeur minimale relative

misrforprinting

(-4,0),(2,0) avec I'axe des x .
25’ Point d'inflexion : (1, -2) only
~ fi2) = -4 valeur minimale relative
Point d'inflexion: (-1, 3)
@ f(2) = 4 maximale relative pas de point
d'inflexion point supplémentaire = (5 , 5)

Exercice (3-4) -
(1215:15 (2)2:3
P :

o

(a) 900 wnité carrée. (5) r =7.5cm

"‘20 -20:20 cm.
f‘\
o542 cm:5 /2 cm
h

.i 80000 unité carree{_'fn = 2

— 44100 .
W nnité carrée
i 15471547 ¢m
i > Les dimensions delaboite 3 ;9 ; 18 cm
o
@b, @9 fi»,-;? unité  de
long neur
s 90° ‘i?\ 2 /7 Ampere
i8) 2250 i9) x =10 cm
Réponse de l'exereice généraux
p g
P
W @ oL
'\.‘!,.-" a \é/] d
@ fest décroissante dans [-w:3 [ est

croissante dans 13 ;o [

(7 fest croissante dans ] - =0 [, 14 ool
est décroissante dans ] 0 ;,1; [

G f est croissante dans ] - @ :_03[

6} f est croissante dans ]- oo ; 2[
est décroissante dans |2 . of

@ f est croissante dans ] -0 [, = f:m[
est décroissante dans ] 0 . 1 [ _

il f est décroissante dans J- . 3[
est croissante dans B ;o[

:1\22\H f est décroissante dans J-o2; 0 [, 10 ;o[

13 fin = Qi f est croissante dans ]- @ ;-2 [,
1-2;ef

{4 fest croissanre dans ] o, 1[, J1 ; e[
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P

3} Convexeves lebas x =R

}lb Convexe vers le haut dans ] - eo: 1]
Convexevers lebas ] 1. [,

(1:-2) point d'inflexion

.’f_;:‘- Convexe vers le hant dans - o 2[ Convexe
vers le bas ]2 . oa[ (2 . -7) pornt d'infiexion

iB) convexe vers le hant dans J-e=; 0 [
convexe vers le bas J0 =
point d'infiexion: (0 :7)

i'l'} convexe vers le haut] - «.0 [, 13.o[
convexe vers le bas dans 03[,
potnt d'inflexion: (0:0) ; (3 ; wl)

@} convexe vers le haot dans ]0 ; 2[
convexeversle bas ] -@ ;0[ ; ]2:+w [
point d'infiexion: (0;7)

@ﬂ) fi-3) = 13 valeur maximale relative

@ fi() = 7 valenr maximale relative
f{ I) = 6 valeur minimale relative,

@ ﬂ;% }= f% valeur maximale relative
f(2) = 0 value of valenr minimale relative

34:: fi-2) = -8 valeur minimale relative
f{0) = 8 valeur maximale relative
f{2) = 8 valeur minimale relative

35} f{0) = -1 valeur minimale relative.

EEC f n'est pas continue x=2

f(1) = 2 valenr maximale relative
f{3) = 6 valeur minmimale relative
ff: fi-1y=- ,% valenr minimale relative
(9 :% valenr maximale relative.
@Z f(2) = 0 valenr minimale relative,
ﬁi, -1.6 value of valeur minimale relative
éﬁ} la fonction a une valenr minimale absolue
=-9
valenr maximale absolne =-1
51} valenr minimale absolue= 0
valemr maximale absolue =81
@: valenr maximale absolue =2
valenr maximale absolue = 18
5?} valeur maximale absolue = 2

_ valeur minimale absolue = %
:E-q) valeur maximale absolue = 16 ,
valenr minimale absolue =-16
@;‘ 36 wvalenr maximale absolue, 4 wvaleur
minimale absolue
él{} -54 waleur minimale absolue , 3 valeur
maximale absolue

2]
E |
F 4 '/ \
/| N
3o T3 -
-¥
¥
N
@!' "Il
4 7
1f
N
oy T
.|r
~ J
89 A
7 \‘_
/ \‘
!
b
AN P s
1 & |
T N IEERENM
an:_\ 'pJ.l
I
)4 /
/ N /
2 \\_ J/
L 1
e 3 h hoy » b dx
él: [ |
}—3\11
7 i
/13 1\
L | |\
e p ok o) Nl
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= ' \'
| O B
43) 4
|
—a T T
TlhifE\E ho A
/A,
N\ ]
(%
Y
N
\ /'\ b
Dlmr

NEEr
\ /
A
21\
I,_'If_.\.'lrl\
¥ |
QB:. v A
[0
1 i)
T .
i /
il
T
*1o I
= |
=}
E'!';‘; n ?‘_Jt !.;‘2'
b Ak
V2
\
1A
i i
i :
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=

@7 . d=6,c=0 .. a=2;b=3

;!_B: Les dimension du rectangles sont 5 meéires
, 5 metres

2\ . s

49, b 28 unite carrée

50, E=2507 T cm’

51) 1047 cm

53} 2 unité carrée @l: % meter

Réponse de I'epreuve cumulative

N . =
G, @l Pie[ b x=2 ¢ x=5

d J-0;-1[,]15;[
:2:1 la! enx= —b il y a une valeur maximale
relaiive
b' fest croissante dais ] - . % [
et decroissanle ]% s )
(30 (-1;0),(0,1) ,(1;0) point critique
croissamte : ]-1.0[, J1 . oo
décroissant : ] <00, -1[, JO.1[
‘:4; point critique : ( 2:8)
convexe vers le hant dans J-o2.2[
Convexe vers le bas 12: o[ poiut
d'inflexion : (2;8)

P s

3 &
EJ
F 4
EFA
.
ThD ] r :
b
¥
£

(6@ a=3,b=3
b Convex: convexe vers le haut dams
]2 1] vers le bas ]1; o2[(1:2) pownr d'inflexion

@ @:3) ® (£:0)
Unité 4

Exercice 4 -1

@ov a4 @b

@ (x-2)7(5x+D e

P

& (x5 +4x+2]+¢

(o) g (Dot s

: 5 | @ - Jomi & =
Livre dae | aleye - 3% Sacondairs




Lal

3
@ li(XI4)' 3x-8)+¢

B = (x: 1) (5x-9) ¢

() 5 (% 3)7(5x*-5x° 3) 4 ¢
101 mGx"2) ¢

iﬂ' x-Inlx 1l ¢

iz)_%(sz)Jx 1 +¢

i_\\—,‘l L. @—IIIHE':':I){]IC
@.:’: In5x )+ ¢ @%(mx)a.c

18) In lnxl ¢ 9 @x-De=+c

"ﬂ):l(x"'—l)ex: o @— 2:;1 FC
@'l—léx‘i(tlhlx—l} o

23) x(Inx-2) ¢

24 i=x[(Inx)’-21nx+2]+c
Q—%(l-lnx)-c

@ e;- 2x*+2x+1] + ¢

&7) X (%) -2Inx < 1]+ c
28) y=lInlx-3/ +3

f9)y=Ts(x ' 1) (3x-2)+1
@'yz:ﬂ -3x +2

f(-1) = 4 valeur maximale relative

Exercice (4 -2)

) @)a Gbv @o
@ Vi sinx-c

@ —%cotg(ﬁx F3) ¢

™

J,/-cosX+ ¢ (:3)—% cos2x ¢

/ N 1 "
(Oxic o) x1+ cos2x ¢

1) —AL cos x4 ¢ !2\-%5111931 +e
";'['3;% sin(x* +5) 4 ci‘i}é (3+smx)°+¢
{5}% sec’x ¢ f6) sinx -4tgx ¢
i':f: X %4 dl sin2x+sinx+c

'il_i)..i X _,:i sm2Zxigxic

i'l:' rgx—% sin2x -+ ¢

80)2y=9+14x+cos2x
g y=x"+8+1g -2
ﬁg} y=2cogx+3

Exercice (4 - 3)

@e @d @20 @22
24" 4

O @Cia4m DU

(8) ~ 443 OF!

e 1 Vs LY < Wl

o) = 4" )= 2) x

® @ 16-7¢

@8 B12 166

6[-) alll b zero c 6

)20

Exercice (4 -4)

=2 O S TR - =3 :
(1_) 5 Junité carrée (2, 3 unité carrée
N P -

(3, 2 In 3 unité carrée

{@j} 6 unité carreée

o S+ =g , 7 16 i »
(3?} = Liteé carree L6, = unité carree
P s ! N N
\7J ¢ 8, d \d/¢ 10, b

{f) 12 unité carrée i2: 7 unite carree
Ii;) "‘Tgunité carrée i&) 10% unife carree
@ 3 unit€ carrée il;; 225 unité carrée
47) 2.5 unité canée  18) 9 unité carrée

é_ﬂ) 22 unité cameée

Exercice (4 - 5)

e @bv v Qo

@:}1 9 unite cubiquei@) 9T unité cubique
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? ]

N
w

R/ e g N AP
- unité cubique (8 24 77 unité cubique

f_'}\ T nité cubique fiﬂ“‘ 52.7 unite cubique

’il, 8 nnité cnbique
{3} 36 /7 unité cubique

12,' ? unité cubique

" - ' -
14, Premiérement: 877 unité cubigue
Denxém em en t: 31— A unité cubigne

’is} 9 7T unite cubiqueq_&:,} 5077 unite cubigue

Réponse de l'exercice généraux

7™ PR N o
Jsc 2/ d 3, a A, a
- 3
Gle  (o)6xdx (7)5@2x+3)dx
1 1
B)3(x+ P (1-dx

/9>-5 e *dx
100 (2x + 3) e
iz X dx

Wl
ijl) Stgdx-1) cosec- (3x-1)dx
i-s:' _Jjjxgdx @_d.ﬁvf w6 dx

Mt dx

~ -2 10
fi3:' —In " dx
x X

i _,..rhk dx i8) ' xax
19)@i15 b 6 o 9 d 15
9,

-‘@}x-‘-Exj F3x-4 ".6:7 :g

D1 B BE Bu

§o) @} %{x—ﬁ)"‘(rix 5) ¢

@ -/_ )? « @3

oy 1 4
ﬁﬂ,zsecx Fe

tg('ir L2y e

1) Lesiibug

,32:? Tlln(e-!- FXC) 4e

B 3
@- Hx-DEx+3) +¢
84) =% [Slax-1] + ¢

>
35)e’*[2x-1]+c

o W . i = ) . :
36:', QT niiteé camee 5?: 4:.% nnite cairee

= it ¢ KRR )
ﬁ!ij 3 buite camee
£
39,

= 0
lal ?)‘T nnité d'aire

misrforprinting

b 27 [2 +lu3] vuiré cubique

a
Réponse de 'epreuve comulative
!‘1“'\ 1) 1’2'\ o™ P |
P \ESC 3,b e
(G)d (6, d
= = 1 .
I\Z/I I.__a K- i e :.“ 4 c ‘1-
b ;5(5);-!12)1!24)(7; 3) ¢
106

(:lD[_g._lTsuscrR X +C

o) @ +x'nx -

-] ?—Jlllsmx‘ g

2
i

=] L )

b e ¢ | |
ii}'élzero b zero iI; -13 {1};‘14 unité carrée
'@ 'i_a_n_-% nnite carée 'b'2.4 77 unité cubique
Réponse de épreuves

Epreuve 1

N_/

G

1 2 3 4 5 6
C b b b d c

i -
@@ =}l costxic B

l.gl._.

'\:f/' fa) 14 xi15y-6=0
b 2cmymin , 6 minutes
(a) (@ fest décroissante dans ] % ; 4.:? [

f est croissante dans ] 0: 52 [ ]2 ; 271
b 64 unité carrée

..L:' ‘a ?' uniré cubigne
b

_\'l\

=
‘.'\

1
{ X
1 4 ih
; e

"\

&

Livre da |'aleye - 3% Segondairg
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Eprenve 2 Epreuve 4
N ™
{].f '(]_ .
2 3 4 5 6 1 2 3 1 5 6
b c P b ¢ d C c

= 1
Q)@ g (2x-1'@x+ e
Bl-+e2®[2x41]

y 80 x - dosy
COEN - X By

@

_a_‘ F’:

b wvaleuwr maximale albsolue=5 ,

absolne max. value= 13

f‘i: ‘& f(-1) = -1 valeor minimale relative

fi 1) = 1 valeur maximale relative - T
b 36 cm/min
FoN

3, @] 9 unite carrée b a=-6 b=9
Eprenve 3
N
.\1;_
1 2 3 4 5 6

§] d c a a

)@ x(1+Inx)

NE
b La courbe est convexe vels le hnnt
J-2c.4[]4. o [ pas de point d'inflexion
(?:: (@) %( 4x+5) (x-5) +¢
2x-1e*c
b Valeur maximale relative=0,
valeur minimale absolne= -27
N = W ;
1, &) rz?uuut:tlclungucur b L3 cm fem
() ial 2 unité carrée

=8 |£|

3
;A

160

W = 1 ¥
(@)@ x*-2e=+¢

(X-3)4 243 4¢

Lk [l

@@-11 B fx)=3x"-=
{4} @l :} nniré catrée
b

vl

i /N

\,7/

7.67T o’ /cosec
Epreunve 5
I Re]-=-0[,52]2 %[
xe{90;2} ¢ ]1;e
x=0 el f(I)=2

L A8

]

%7
o

o o e

f ' 4 nnité carree

I o W e i |

(2)1ai-2 cote
b fest décroissante daus-] 1.3,
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