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Introduction

=) o) .&ﬂf.{

En présentant ce manuel, nous avons le plaisir de vous clarifier la philosophie donl nous nous

sommes inspirés pour édifier son contenu, en la résumant dans ce qui suit :

1

Développement de 'unité de la connaissance el son intégration dans les mathématiques ainsi
gue 'intégration des notions et la liaison entre Wous les différents domaines des mathématigues
scolaires.

Fournir & I'apprenant loul ce qui est des informations opératoires, des notions el des stratégies de
résolution des problémes.

Adopter des normes nationales de I"enseignement et les niveaux éducatifs en Egypte i partir de :
a) La détermination de ce que I'8léve doit apprendre et les motifs de cet apprentissage.

b) La détermination précise des compétences attendues de I'éléve en rentorgant ce qui suit :
|"'apprentissage des mathématiques doit constituer un but a atteindre pour Fapprenant durant
toute sa vie - la motivation de apprenant par I'éude des mathématicues - 1a capacité de I'élove
a travailler individuellement ou en groupe - activité, la porsistance, "assiduité of Ia créativitd de
"apprenant - aptitude de apprenant a communiquer en langage matheématicues,

Suggérer des méthodes et des stratépies d'ensetgrnement dans le livre du maitre.

Suggerer des activités variées correspondant au contenu pour que |‘apprenant choisisse "activite
gui lui convient.

Estimer les mathémaligues el leur apport sur le plan humain au niveau mondial et national,

connaitre les conliibutions el les exploits des savants musulmans, arabes el trangers,

A la lumiére de ce qui précede, ce manuel tient compte de ce qui suit :

* Le manuel comporte deux domaines : |algébre; el la géométrie dans I'espace. On I'a congu

en unités intégrées el inlerconnectées contenant chacune une inroduction qui indigue les
compétences allendues de I'éléve, un organigramme el le lexique utilisé en arabe el en anglais.
Chague unilé comprend des leqons dont 'objectil est liteé « A apprendre » el chacune de ces
legons commence par |'idée principale du conlenu el présente la matiére scientifique du simple
au complexe, graduellement, en englobant des activités qui relient les mathématiques aux autres
disciplines el a la vie pratiue. Ces aclivités correspondent au niveau de compélence des éléves
el & leurs différences individuelles sous la rubrique « Décelez I'erraur i pour remédier aux erreurs
communes des éleves tout en renforgant le travail coopératif, Le manuel contient également des

questions en lien avec & l'environnement et la maniére de les traiter.

Chaque lecon contienl des exemiples échelonnés duplus facile au plus difficile, des niveaux de
réflexion varies suivis d'exercices sous |a rubrigue « Essayez de résoudre » el se lermine par «
Exercices » qui propase des prablémes variés abordant les notions et les compétences éludiées

au cours de la lecon.

* Lunité se termine par'un résumé comportant les nations el les instructions données dans I"unilé

suivies des exercices génédraux sur les notions et les capacités acquises,

* Les unlités se tenminent pdr une dpreuve cumulative pour mesurer le niveau des compétences

attendues acquises a la fin de chaque unité.

* Le manuel s'achéve par des Cpreuves générales pour évaluer les notions et les compétences

acquises durant le sermestre scolaire.

Finalement, nous espérons gu'avec ce manuel nous accomplirons le bien pour nus éleves et pour

notre chere Egypte. Dieu nous est témoin, gu'il nous guide vers le bon chemin.
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[1] Algeébre
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Introduction de I'unité

Nasir al-Din al-Tusi (1201- 1274) est né i Galroud pris de la ville de Tus en Lran dans une Twnille dérudits.
Diisciple de Komal al-DPin B Monssily ot Mocen Bl Dine el Masey. i énidin o saaesse, la phifosoplie, astronomie
ef les mathémaliques. 11 a une grande contribution dans le calenl de la probabilité de réalisation de différents
phénemeénes et Nutilisation des arrangements et des combinaisons: Cardan'( 1301-1576) s"est intéressé au caleul
du nembre de possibilités par le principe de dénombrement ce qui a permis un grand progrés duns 1 architeciuye
de Mordinateur gui est e conceplion el Ju construction des opérations Fonctionnelles de Pordinatenr, Cetle umié
comporte [¢ principe du dénombrement et [ relation untre [es amangements ¢t les combinaisans ot leors utilisalions
duns Ia résolution de certains problémes mathématiques. el présente la théarie du hindme et son utilisation dans les
applications mathématiques er de [a vie quotidienne.

Objectifs de lI'unité

ApPRES ETUNE DE LTONITE, BT APRES AVOIR REALISE LGS ACTIVITES, IL EST ATUENDU QUE LELEVE SOIT CAPABLE DE 3
0 Reconnnitre le principe du dénombrement (REgle Je Deddinion), & Trodver e coeficlent d'une pulssince de [a vannble s

o Reennnaitre bueelation entre | arrangementet lacombinaise) dins e dc‘vé[uppemenr de [x+yih
confimie moyens of méthodes de dénoebrement. Trouver le trine constznt dims Je développrement de (< + v

2 Déduire des tormules et des résultals  concernant # Trouver le cosficient du plos grand weme dans le
l'arrangement el la combinaison. développerment d'un bindme.

I DT liser Mrrngetmoent el B eombinakson poor ésoodre des I Trodver le leme mgdinng Quns e désceloppement d'un
prioblémes mathématiques de o vie quotidienne dans les Dindme ol 0 estoun fombre pair et les deds tennes
iTErents domdines, mddiang &0 Car il monlive TRy

= Reconaitre by formule dw bindme o une puissanee entiere: & Déduire des relations entre les combipaisons en utilisont
pasitive, le développement d'un bindme.

A Dedoime beoerme genemldans o diveloppement d'un Bnoms: g Deduine I reloion eome 1o mangte de Paseal e les

S Deduire le mppon entre un terme et ke temme qui le prévede coulTivients duny be évelappement dup binfme.
ding le déveleppenent 3'oa bindme. A Daduire quelques rvthmes dans le trinnple de Pascal,

= Trwver Je ecocfficient dlun terme dins le développement 4 Résoudre diverses  applicalions malhématiques @t
dluti bindmeselon [@oming dé ce lerme. (uatitienncs sur Ly Fermole di Bndme.
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Unité (1)

1-1
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Principe du dénombrement -
Arrangementis - Combinaisons

— l% Introduction

(1) Principe du dénombrement :

Nous avons déja étudié le principe du dénombrement (Principe
multiplicatif) qui est :

"Si m est le nombre de facons d'effectuer un travail et n est le
nombre de fagons d'elfectuer un autre travail, alors le nombre de fagons
d'elTectuer les deux travaux simullanément est (m ~ ).

/‘J Réfléchir et discuter

"l.lla
Combien de nombres formés de trois chiffres différents peut-on former
parmi les chiffres de I'ensemble {1:2:3:4:5} 7
Le nombre est formé de trois chiffres (trois places), Daonc :
[l va 5 possibilités pour le choix du chiffre des unités.
Il va 4 passibilités pour le choix du chiffre des dizaines.
Il ya 3 possibilités pour le choix du chiffre des centaines.
Par conséquent, le nombre de possibilités de former un nombre de trois
= 3=60

C'ombien de nombres formés de trois chifires

chilTres différents parmi les chillres donnés =5« 4
Pour reéliéehir
(Possibilité de répéh:r des chiffres) peut-on former parmi les chiffres de
l'ensemble {1, 2, 3.4, 5}7

I-;.: Apprendre

Principe du dénombrement (Principe additif)
"Si m estle nombre de fagons d'effectuer un travail ¢t n est le nombre de
facons d'effectuer un autre travail, alors le nombre de facons d'effectuer

le premier travail ou le deuxicme travail est (nr = n).

@ Exemple

Une classe mixte contient 9 garcons et 6 filles. De ces éléves, on
veut former unc équipe de 4 personnes de méme sexe. Combien y
a-1-il de facons de former cette équipe ?
£ » Solution
a Nombre de fagons pour former une équipe constituée de 4
gurgons = {d =126

EFS For Printing



Principe du dénombrement - Arrangements - Combinaisons| 7 - 1]

‘b Nombre de facons pour former une équipe constituée de 4 filles = C‘,i =il5
Nombre de fagons de former unc équipe constituce de 4 personnes de méme sexe = 126 + 15 = 141

E Essayez de résoudre :

:I) On choisit 3 personnes d'un groupe constitué de 3 hommes et 4 femmes. Déterminer le
nombre de facons de former un groupe de trois personnes dans chacun des cag suivants
a  5iles trois personnes choisies sont de méme sexe.

b Si deux parmi les trois personnes choisies sont de méme sexe.
) Exemple

2 Une feuille d'examen contient 8 questions. L'éléve doit répondre & 6 parmi elles contenant
au moins deux parmi les quatre premiéres questions, Quel est le nombre de choix possible
pour répondre i ces questions 7!

> Solution

a8 | 'eleve peut choisir deux questions parmi les quatre premieres et quatre questions parmi
les autres. Dans ce cas, le nombre de choix est (‘.?j % (4 =6

b L'éléve peut choisir trois questions parmi les quatre premidres ¢t trois questions parmi
les autres. Dans ce cas. le nombre de choix est 'Ci (_1 =16

C  L'éleve peut choisir les quatre premieres guestions et deux questions parmi les autres.
Dians ce cas, le nombre de choix est Fi S Fi =6
Done le nombre de choix possible pour répondre i ces questions
=00} +CIxCI+C X Cl=6+16+6=28

ﬂ Essayez de résoudre !

@ Dans l'une des facultés, un éludiant €tudie 8 maltieres, 11 n'a le droil de passer & I'année
suivante que s'il réussit dans au moins 6 de ces matieres. Quel est le nombre de fagons
permettent & cet étudiant de passer & l'année suivante

Nombre de choix d'un échantillon avec ou sans remise
Si on choisit r objets parmi n objets, il faut tenir en compte les cas suivants :
1) Sile choix est avec remise el en tenant compte de 'ordre, les nombre de choix = "
# Le nombre de possibilités de former un nombre de deux chiffres parmi les chiffres de
l'ensemble { 1,2,3.4.5}=5=25
2) Si le choix est avec remise et sans ienir compte de l'ordre, les nombre de choix = €],
» Le nombre de possibilités de distribuer 3 boules identiques dang 4 boftes = C;: el
=C3 =20
3) Sile choix est sans remise et en tenant compte de I'ordre, les nombre de choix = AL
~ Le nombre de possibilités de stationnement de 4 voitures dans un parking contenant 10
places ATy = 10 % 9= § « 7 = 3040
4) Si le choix est sans remise ct sans tenir compte de I'ordre, les nombre de choix = €}
» Le nombre de possibilités de former une équipe constituée de 5 personnes parmi 12
personnes ("‘?2 =792

Algebre et géométrie dans 'espace — Algébre 5




Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

mﬁ.’ E:I:el'nple

3 | Un sac contient |12 boules rouges et 8 boules blanches. Trouver le nombre de fagons de tirer

3 boules rouges et 2 boules blanches dans chacun des cas suivants :

si le tirage est avec remise et en tenant compte de l'ordre.
si le tirnge est sans remise et én tenant compte de l'ordre.
€ sile tirage est sans remise et sans tenir compte de l'ordre.
{» Solution
a  [e nombre de fagons de tirer=12* « 87 = 110592
b ' Le nombre de fagons de tirer = .‘\‘11'_,_ X Ai = 73920

¢ Le¢ nombre de fagons de tirer = CTE X C§ =6160

ﬂ Essayez de resoudre :

(3) Dans l'exemple précédent, trouver le nombre de facons de tirer 5 boules de meme couleur

dans chacun des cas précédents.

Réflexion critigue : Trouver le nombre de fagons de garer 4 voilures dans un parking contenant

10 places :

@ | si le parking est circulaire. b sile parking est sous la forme d'une rungée.

(2) Arrangements :

Vous avez déji émudié la notion darrangements est ses relations

fondamentales,
Onsaitque :pourtout neZ . reZetn2r.ona:

D Ay =n(n-1)(n-2)x. .x(n-r+1)
2) Ar=hl=nh-DM-2)% 0. x3 %2 x|
!
3) A:I="7'
(n-r)!
4) nl=nn-r)!=nn-1) (n-2!l=....

@ Exemple

I 4 Trouver la valeur de n dans chacun des cas suivants :
8 Ay 5 =2520 b (mi2)!=90(n)

> Solution
5 - 2 5 5
8l Ay, s =25200 et Ay =2520 SoAg s =47
. n o+ 2! 2 2
bl-:@m-2)!=90(m) B -00 AT =AY
n! =
ﬂ Essayez de resoudre :
N o . ;
-\4:) Trouver la valeur de r dans chacun des cas suivanis :
31' -1 = ] b T = i-l = |
a A =6720 AL =0
6 lroisiéme secondaire — Livre de 'élove

®=0

AL eZ
n!e?
Or=11=1
Al =1

I _
A,=n
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Principe du dénombrement - Arrangements - Combinaisons| 7 - 1]

Exemple
2N oy wit=2 3
5)Si Ag™" =AY ", trouver la valeur de n.

> Solution
AR = AR 830320 S lPae33 ooned3,4,5.6,.., 10,1103

ﬂ Essayez de résoudre :

@ si Ayt = a3t

@ Exemple

(6) Trouver la valeur de rsi AL, % : AL;Y = 30800 1

. trouver la valeur de n.

> Solution - . o5
AL ® L ALY =30800: 1 e e = 3080
36! "EH . G0-n! 5 J
. 56 %55 (5] - r)=30800 de 81 - = 10 Sor=4)
E Essayer de résoudre :
(I_B:J Si Ay, ,l_ § Agn | =35, trouver la valeur de n.
a Exemple
7) S A;__Zz AL 5 =1:42 Af{] = B40 , trouver la valeur de n et r.
i Solution
ALY =840 et AT =840 s ARY =aA3 Sr-3=4 =T
'-'A'ﬁ = 7 =1-42 (n-2)! . m-91 _ 1
n-2 “An.2 (n-7)! (n-2)! 42
Sn-7) (n-8)=42 o sn-7=7 c.on=14
E Essayez de resoudre :
(?’) Trouver la valeur de n et ¢ dans chacun des cas suivants :
al A2 =90 et AD =380 b AT = 60480 et rl =720
Exemple
8 Si AL =120, wouver les valeurs possiblesde netr.
£ Solution
) Al =6x5%4=Aj con=6 el r=3
2) Al =5x4x%3x2=A3 son=5etr=4
3) Al=5x4x3x2x1=A3 La=5 & F=5
4) AL=Aly son=120el r=1

ﬂ Essayez de résoudre :

N s ; .
(8) Si AT =210, trouver les valeurs possibles de net .

Algebre et géométrie dans I'espace — Algebre 7




Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

(3) Combinaisons ;

Onsaitque:pourtowtneZ, . regZ, etn=r, ona:
fenisiguesque
{—-r

) =S
{1

n =l
2) Cf = n! C" n C“ =
T ol (n - ('_'lr.| E:..A;
3 ¢ = ¢ ez
4) SiC,=C] .alosx=youx-y=n

") Exemple

9| Trouver la valeur de n dans chacun des cas suivants :

al C' =120 b) 32" °= 3l
> Solution
al- CP %= 120 S Cl =120 o 120=107,
Y T e =10

b (1_‘;" 5 (-.
1] soit 3n 3#211 dolit n=5 (vérifier le résultar)

Fn-'d 2
=T -]

2) ou 3i-5-2n=25 doi n=6 {vérifier le résaltat)

ﬂ Essayez de résoudre

\ r 1
(9, Trouver la valeur de n dans chacun des cas sujvants :

a (‘E ‘_ |J — 66 h (_'2” = |"" {_-'l?'i:l— |
— o==x

Formule du rapport

14
i Cq 213 :
Gy meri cy M
cr-1 r 25 55 Lo
i ) G (-aﬁ L Cas

Nous pouvons démontrer le résultat précédent comme suit :
'3
noo_ n! n!

CT1_1 T tmenl - Dim-r= 1!

Membre de ganche =

= n! o r- D - 1)
! (n-r)! n!
1 (n- Gt} _x
_ | L Ar=Dmer Dm-n! _on-rk ] - e cbre de droite
rir- I {n-r) I r
) Exemple
110/ Si CL’ : C: ]; trouver la valeur de (n - 2)!

8 lroisiéme secondaire — Livre de I'élove GPS For Printing



Principe du dénombrement - Arrangements - Combinaisons| 7 - 1]

> Solution

<6 z
S Cof | M_% n-5y L n=7
P & 3 f 3
("n
S (m-2) = (7-2) =51 =120
ﬂ Essayez de résoudre :
R e Tl (L |
10) 5105 2 G =<, rouver la valeur de r.
Formule de I'addition |2) ¢! « C‘;" =Cl
Nous pouvons démontrer le résultat précédent comme suit :
Membre de gauche = n! I n! —~ (n-r=1)nl+rin!) — (n-r+l+r)n!
i rtin-r)! ir- Dih-r+1I)N rlin-r+ 1! rlin-r+1)!
=_(ehnl = (+D! = ¢l , = Membrede droite
rlin-r+ 1! i+ 1)- !
") Exemple
1) Si Al |_| s L0 |J =720:1 et C;'E = E'Il Y = 56, trouver la valeur numérique de net r.
> Solution
1 L gl 1 — .
Ay s Chyy =720:1
(r+ 1) = 720 (r+1)! =6! Lr=S5
sr-2 -3 = . 3 2 = I =
Ci C," =356 g B+ B3 = 56 S By =56
Cwd . pd v b s
'LI'I—I‘_(H -."-I—AH =7
H Essayez de résoudre :
1) Si Clz : Cla ' = 9:5, C:l'g + € = 3432, trouver la valeur numérique de n et .

Exemple
N . 1 2T o 2 b 2
12 Démentrerque C - 2¢H" 1 T2 = T3,
Du résultat, déduire la valeur de ("‘T“ + 2(“?“ + (.“-'[-“_

C» Solution
e t )
Membre de gauche = [('“ + O _). " (C;' e ]

2 r+2 "
1 = C, .5 = Membre de droite

- rid ] -2
T~ C1.1 «1 ¥ C L
5 3 =
Pour trouver la valeur de = C | EC?ﬂ +Cyp . onposen=10, r=3
(] L r # & -u_‘ -5 1_‘ .._' N.‘ I ]
D'aprés le résultat précédent, ona CJy 1 2C7; ' 1 Clp 2 = €% = €, = 792

ﬂ Essayer de résoudre :

-‘\ - + & J 1! .-I
@2 a Trouver la valeur de n qui vérifie C3 + 5, ~ C) =120
6 )
Ciy +Cy5
b Trouver la valeur de %
(-l-IH

Algebre et géométrie dans I'espace — Algebre 9




Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

-4 3
i - - - (3 + G5,

Reflexion critique: Démontrer ¢ue .("n : C:l_ '[ = Il Du résultat, démontrer que (—;&—(34- = %
24 + 023

@ Exemple

e e ol | — = -
agsicl c < 2 el démontrer que n>2r

It il 11
> Solution Cr|2 c

AF sl F s el K sl B I

n n n n Cr..] (_‘,_|

B —,}. ) n ! |
e 4 (241, n-b4] Z | Som=r=1n-r+1) Z nlr+2)

r+2 r

conent2 el 2e4 1 oom=n? 2 e+ 1P Son 2 v+ 1

ﬂ Essayez de résoudre :

3) Trouver les valeurs possibles de n qui vérifient : C2 » €8 > ¢/« C)
S -
£f  Exercices 1-1 L

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
@ Le nombre de fagons de choisir deux ou trois lettres différentes parmi les letires de 'ensemble

{fasbieidie; fYese:

al G2 x ¢ Bl A2 x A2 &) ¢+ (B dl A2 + A}
@ si L: £y =311, alors la valeur de n est :
al7 b 9 c 17 d 19

(3;‘ Si 12 nageurs participent & un concours de natation. alors le nombre de fagons de classer les
trois premicrs gagnants ¢st :
a 1230 b 1320 ¢ 2310 d 3210

7 ; . - 2.
I\d} Laquelle des valeurs suivantes peut etre le résultal de A7 7
a 24 b 25 &) 2T d 30

;- 5 5
) Si AT 7 = AL alors la valeur de m est :

ail -5 b 0 € 5 di |2
(ﬁ) Si Aﬁ_ . = B, alory lu valeur de m est
a 8 b 10 c 1l d |5

/ " 0 .3
(7 Lavaleurde Cgqy E] Csq_, eSL:
[=

a G5, b C ¢) s Cies

L:I_i:‘. Un €leve doit répondre a 10 questions parmi les 13 questions qui lui sont proposées a
condition de répondre & au moins 4 questions parmi les 5 premigres questions. Quel est le
nombre de Tagons possibles pour répondre i ces questions ?
a 140 b 196 < | 280 d | 346
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@) Si C,! o= nt - 1, alors la valeur de nest ;
a 2 b 4 c 6 d 10

[ 2] Répondre aux questions suivantes :
ﬁ:q\) Quel est le nombre de facons de choisir un nombre pair et deux nombres impairs parmi 4
nombres pairs et 5 nombres impairs 7
f]‘l} Quel est le nombre de fagons de choisir un nombre pair ou deux nombres impairs parmi <4
nombres pairs et 5 nombres impairs 7
f!@ Quel est le nombre de fagons de distribuer 8 prix équitablement sur 4 éudiants ?
i:j\,} Combien de nombres formés de quatre chiffres peut-on former parmi les chiffres de
'ensemble {1 :2:3:4:5:6:7}7?
8 avec I‘EII]iSE. b SANS renise.
i:ﬁ Soit X ={2;3:4;5} Alaide des éléments de X et sans répétition, combien de nombres
peut-on former dans chacun des cas suiviants 7
2  si le nombre est formé de trois chiffres exactement.
b si le nombre est formé de trois chiffres au moins.
€ ' si le nombre est formé de trois chilfres au plus.

> S
{!%,' Trouver la valeur de n ¢t r dans chacun des cas Suivants :
] 2 . . gy
a AZ=2,AT =90 b A} =840, AL =336
2 3
c'A,=21,A;_, =990 d Al =10ct (n-1)!=6
iil;:} SIG, = € L =2:3, C; 2:Cl | =4:3.trouver lavaleurde netr.
{1]’
17) Dé - is utiliser le résul er la valeur d
17) Démentrer que — puis utiliser le résultat pour trouver la valeur de

= . 'cr'|| = |
6 o Ln I l":1 ntl
Ci5 +Cis

'\El
C 15
c n i T :
ﬁ@} Démontrer que C C’" | = == puis utiliser le résultat pour résoudre I'équation
Co "G
—& =3
¢
ne |
PPt +f - T : -2
19 Si = | et Chu = _‘”L « ALTT L wouver la valeurde netr.

il
@ Si Al =120 C] " . trouver la valeur de C75 puis trouver la plus petite valeur de n qui rend
cette relation vraie,

e . - -y =
apsic el 2 ' =1:5: 15 wouver la valeur de netr.
e, - t+1 _ wp_ nEl ,_ Sk
22) Démontrerque €, = C = l puis utiliser le résultat pour trouver la valeur de
5L F
CIS B CIJ

A 3
Cis+Ciz




Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

C ]
v 1—11 = 2, trouver la valeur de 1.
C' 2+ C”

AN
s
(]

Si A3, = Aln 5 rouver la valeur de x et ¥

i ﬂn . quelle est la valeurde n ?

=

ifm=n)! =380 (m-n-2), trouver la valeur de (m - n).

A ANASY 3N

L F) ‘-E}’ Lo \ﬁf

Si
Résoudre chacune des équations suivantes :
al(n-2)1 3n-4)'=n! (3n-2)! b 2(2n) = (n*+3n-2)(nl)
C (2n)!(n-3)1=72(3n-7)!
@E?‘ Démonln:rquc lf.‘r : C"' ', = ﬂ puis utiliser le résultat pour trouver la valeur de n et r sachant
que €774 =9t =90CT )
é@) Liens avec les suites :

a 54~ (.;: ) 3% {_fl’ et 3 x € forment une suite arithmerique, trouver la valeur de n.

b Sj 2Cr|4 I '3C'iJr et GC'QI forment une suitc géométrique. trouver la valeur de r.

“’é@ Trouver la valeur de n et r dans ce qui suit :
alCr.ctt it 210213 b/ Cl.ct it 215028024
el ClaCt 't 2301414 d {:;:c;]'] =9:5, Cls et C5°

el Chy =Chp " et A] =90% A7,
{'ﬁ} On dispose de 4 points non alignés situés dans un méme plan. Trouver le nombre de segments
Joignant deux points d'entre eux.
De combien de facons peut-on sélectionner trois personnes parmi cing ?
De combien de fagons peut-on constituer un groupe de quatre éudiants et deux €rudiantes
parmi vingt ¢tudiants et dix étudiantes ?
34, De combien de fagons peut-on constituer un groupe de sept membres parmi neuf filles et dix

gargons de sorte que le groupe constitué contient uniquement Lrois gargons 7

A

, . . . - . .
5, De combien de fagons peul-on constiluer deux comilés de trois personnes chacune parmi douze
personnes de sorte gu'ine personne cholsie ne peut pas participer au deux comités simultanément ?
A « ' .
36, Trouver le nombre de triangles qu'on peut tracer ayants pour sommets trois des sommets
d'un polygone dont le nombre de sommets est :
=3

a 4 b 5 clG
{@ Trouver le nombre de diagonales d'un polygone dant le nombre de c6tés est ;
a 6 b § ¢l 12

fé@ Nous voulons constituer un comité de 4 personnes parmi 9 hommes et 3 femmes :
a ‘I'rouver le nombre de fagons de former ce comite.
b ' Combien y a-t-il de comités contenant une seule femme ?
¢ ' Combien y a-t-il de comités contenant au moins une femme 7
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Unité (1)

Formule du bindme a une
puissance entiére positive 1 » 2

/!:p Réfléchir =t discuter

=& A apprendre

On sait gue : v Lien ente le triangle de
(x+a)l=x+a Pascal et les coefficients
(o rate xd+ Ik as o2 dans fe développement
Gl L O d'un binéme

Nous pouvons irouver que v La forme générale du
(x+a)y=x*+3x a+3xa?+d’ développement

de{x+a) otincZ?
v Le terme geneéral t; .
dans le développemernt

(x+af=xt+4xra+6x2 a*+4x a* +a?
# Quelles est la relation entre le nombre de termes du

développement et la valeur de la puissance ? de (x+a)"
7 Quelles est la relation entre les puissances des deux variables x  » Le rang et lo vafeur du
et a dans chague terme du développement ? terme médian ou des
deux termes médians,

7 Que peut-on remarquer concernant les coellicients des lermes

du développement ?
. . . i Expressions de base
» Peut-on utiliser le triangle de Pascal pour exprimer ces
7 J + Développement
coefficients ?

» Binéme
# Essayez de déduire une régle pour trouver le développementde | o0 osnara)
(a-h)" » Terme médian

Triangle de Pascal
On remarque gue les coefficients dans le développement suivent
une régle représentée par le triangle de Pascal.

Le binéme Les coefficlents dans le développement
§ 3 = Matériel utilisé
] 3 I_ = v Calculatrice sciemtifigue

fa-h) L S ) § v Logiciels de graphisme
(a+hy? » (21D
(a = by} » D EFCIDEID
(a+ byt » (13 00e ) 4]

(a-by > )OO Gl s

» Nous pouvons écrire les éléments de wiangle de Pascal en

utilisant les combinaisons comme le montre la figure suivante :

Algébre et géométrie dans 'espace — Algébre 13
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4 A o
)
Coefficients du développement de (a + b))’ Premicre ligne > plll"'] .'EL \
L
Caoefficients duo développement de (2 + b)? |_Deuxid¢me ligne =B | ? C2
R 1 S

Coellicients du développement de (a1 b.]:]F Troisidme lione IFI I"F'Il I' -'—:,:m =
e . y . ol = =AML O S ST
Coeflicients du développement de (a 1 b) _Quatritme lisne

Coefficients du développement de (a + b}’ LGy ey g JLcy ) l--_q:.LJ

| Cinguidne lignit: . ~am — = ——n ——= ——
Lot ) Cet )i e et ) (@)
' jJ ki A e S e ST A e T S R
En observant la troisigme ligne dans le triangle de Pascal. on trouve que | . 2 et 1
z .l .l 2 = T ":'r
| représentent (g . C5 . C5 respectivement et que C-'_':J " (£ . C3 représentent 1.1

le nombre de sous ensembles qu'on peut former d'un ensemble contenant deux Q 2 1T
P il s -, 4 it
éléments. Ces sous ensembles sont tels que : '(“l1 + {_% + (05 =2%=4

Ies sous-ensembles de l'ensemble {x 1 v} sonl t,b Ax}i{ylet{xiy}

D¢ méme, on u : La somme des éléments de la troisieme ligne 1

A .l 2 el .
5. C3, O3, C3 représentent les sous ensembles qu'on peut former d'un 11
ensemble contenant trois ¢léments. Ces sous ensembles sont tels que : 1.2 1

000l L2y @3 =nd
Cy+C -Gy + 5 =2 5 it M T

D'une maniére générale, i on dispose d'un ensemble dent le nombre
d'éléments est n, alors le nombre de sous-ensembles qu'on peut obienir de
cet ensemble est = 20

Ona el i a0 =

Expression orale: A l'nide du triangle de Pascal
1) Trouver les coefticients de { a + b)® sous forme de combinaisons.

i

2) Trouver les cocfficients de ( a + b)? sous forme de combinaisons.

£
us! Aapprendre
Développement d'nn bindme
Siae Ret neZ ,alors:
2

T-(xraP=x" Clxlag o C2xn237 4 o an

22 2
2-(x = aft = x" - L'.rll xlg G = Iy )

Remarques sur le développement de (x - a)"

1) Le nombre de termes dans le développement est (n - 1) termes

2) Les termes dans le développement sont rangés selon les puissances décroissantes de x et
sclon les puissances croissantes de a .

3) Dans chaque terme, la sommes des puissances de x et de a est égale 4 n.

4) 1e rang d'un terme quelcongue dans le développement dépasse l'indice de C dans ce terme
de 1.
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Exemple ; _
@ P® Ecrirele développement d'un binome
1 Ecrire le développement de ( 2x + 3y i

{» Solution
(2 x+3y M

(2x1*H+ C-IL(E";'J (3y)+ C_'ﬁ{'?_xl: (3y)% + Ci(h} (3y)* + (3y)?
= 16x*+ 9657y + 216 x%y2 + 216 xy? + B1y*
ﬁ Essayez de résoudre :
’:l:' Ecrire le développement de :
a (3x +y)° b (x%- 1)

Cas particuliers du développement d'un bindme :

&) (1 rxP=ly Chxs Coad v s 4P
b (l-x)"=1 - C;x + Ci L 3%

@ i

2 Eerire le thvelmwmenl dc (1 = x)" , puis uliliser le résultal pour trouver la valeur de
I P P
3 A6
I'expression : L.ﬁ s L + Lﬁ et G

> Solution
F & x)fe= 1 4 L'éx + Céxz ¢ (_.éx-‘ f (_';‘334 6 Cix-‘ b
En posant x = 1 dans les deux membres
G w100 = C.r!J I (‘g | r}i p———
20 = CE + C'rl, 4 Cﬁ * Cf? £ g & Cff:
E Essayez de résoudre :
(2) Ecrire le d.é\"EIUPPEI'“LT“ de (I - x)¥ , puis wiliser le résultat pour trouver la valeur de

. 8
¥ | i (w
l'expression: | O g - O q b+ Cg

Exemple

3 En utilisant la formule du bindme, trouver 4 un milligme prés, la valeur de (1.01)7

£ Solution
(1017 = (1+001 :"
_ 2 3
=1+ Co( un - Gl mu Ca mn)
=1+ 0009 00036 + 0.000084+ 1 ... (des termes :nférh:urs 0.001)

= 10936 == 1,094

ﬂ Essayez de résoudre :
/ - ; o . f— .
(3) En utilisant la formule du bindme, trouver i un milligme prés, la valeur de (0.98)',
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Le terme général dans le développement d'un binéme.
Danis le développement de (x - y)" = x7« CL xvly 4 G2 xm2y2 4 4yo
On remarque que = Cox™y! . = ('ﬁx"‘z y?

De méme, tg = CE x-S 8

Sile terme général estt,; ot O < r < n,alors 1. peut s'écrire sous la forme :

fea fi= B0 NN

Exemple

(4 Trouver le sixitme terme dans le développement de (x ~ 28
X
> Solution
lq K '.. - -
tg = CRM LY = €3 x 25x2 = 1792 x2

x
Le coefticient de ce terme est = 1792

On remarque que t, . = CE (Le coefficient du premier terme )" (Le cocfficient du deuxieme terme )’

ﬂ Essayez de résoudre :

' P . . - .

k,;'l} Dans le développement de (2x° - %17. trouver 1y et ty selon les puissances décroissantes de x
el8i 1y =1y, lrouver la valeur de x.

Exemple

(5 Trouver le dixieme terme dans l'ordre inverse du développement de (3x* - %}H.

-

> Solution
e dixigme terme s l'ordre inverse dans le développement de (3x7 - —]—I':‘ est le méme
Le di t dans l'ord \ dans le développement de (3 5s

O pi
que le dixigme lerme dans l'ordre dans le développement de (=— + 3x%)1Y

agaig_ 71523 gy
2;‘1 (3x)' = 5i X

2%

o
e = Cia(

> Autre solution :
Nous pouvons calculer le dizieme erme dans 'ordre inverse du développement de

R
(3:‘: -,?—\} '

Sonrang=14-10-1 =5

: . - 1 g _ 537
tig dans I'ordre inverse = t5 dans l'ordre = (h]lq (3x2) I;:I:}Jf =3
: 3. =

ﬂ Essayez de résoudre :
=, | v - .
(5 Trouver le quatridme terme dans lordre inverse du développement de (2x %)”
AxF

Regles
1) (xta) t(x-a) =20t ity i tg...) 2) (xra) -(x-a) =2t ity ity )
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Exemple

6 Développer (x +2)0 = (x - 2)°
£ Solution
(X=2)0+(x-2)0=2(t) ~t3+ t5 + 1)
=2 (x0 - Coxt 22+ Cga?x 24+ 26) = 2 (x6+ 60x% + 240 x2 + 64)

E Essayez de résoudre :
f . T 5 e o f
(6) Développer (1 + %)% - (1-yx)°

2) En utilisant la formule du bindme, trouver & un milligme prés, la valeur de (103)% + (097)°

s,

) Exemple

7 Trouver le cinquiéme terme dans le développement de :
G=-x)-C} G+l -20+Chy B+x)% (1= 202 =i (1 =20)14

> Solution
L'expression représente le développement de [(3 + x) - (1 -2x)]" = (2 ~ 3x)!
Done t5 = C; (27 (3x)* = 330 x 27 » 3* x* = 3421440 x*
ﬂ Essayez de résoudre !
:7: Dans le développement de (1 - x)¥ + 24 x (1 - x)7 + 252 x7 (1 -x)%+ ... + 636 1x% | trouver

la valeur numérigue du sixiéme terme 1, selon les puissances croissantes de x  pour x =2

Exemple

8) Si(liex)= 112061 8;C) v 8C3 1 covrrore 1y 11

ctsilba; = 3a,, trouver la valeurde n et ¢ ot e#0

> Solution
(1-ex)"= 1+C) ex + C% el x?i Ci e X
p)
.'.CII](,':’U sne=20 _‘,c=:_g. @
I
6% €2 2=3x 03 A n16xCE =32l 2)
De( et (2) 2 6% CE=3x 0 x 2
n
3
€ _2
S 16 n=3x Cg = 20 - len=J¥5 L ;_" % 20 o= 10
n I
En@ ,'.c=2—l.]=2
10

a Essayez de résoudre :

F 5 " . ] e - . ;
(8) Dans le développement de (1 +cx)!" | si le coefficient de troisieme terme est €gal & 180 el

le coefficient de cinquigme terme est égal i 210, trouver la valeur de ¢ el x oir ¢ st un nombre entier positif,
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fi' Exemple

9 | Trouver le cocfficient de x1V dans le développement de (1 + x - x)"
> Solution

# .
Dans le développement de (1 + (x - x*))°

iy 2 Ch % (k= X s ey Gl % xPae (1 - 3

s B ECH (0% CERYT S bay Sy G e wpm

o xl0= xmér mor=10o0o0 < 10r=2m
e, | r="0 ‘ =7 r=8§ r=9 ‘
m=35 | m=4 ‘ m=3 m=2 m= | ‘

Le coefficientde x!0=-Cy x I+ o« -~ +ad <2 -ch =l

. Le coefficient de x1V=-126-1260- 1260-252-9=117

ﬂ Essayez de résoudre :
(9) Trouver le coetficient de x2 dans le développement de (1 + x + x2)°

Exemple
; . 11-
(10 a Démontrer que = —2— = L
CI’ - I
n-1
b ' Si le rapport entre t; dans le développement de (x + )17 et 15 dans le développement
A
de (x- —L )" est égal & % , trouver la valeur de x.
x*
> Solution
a (f.fl oo ! o n=-ln-1-r4 1) _ mln-e) (e-131 _ n
n "t A=l T T i - 1 R
rlin - r)! (n-1)! r(r-1)! (n-r)! ¥
Yans 1415 c3_ e 1 48
ty dans (X + —) s X L—) ,
= B = A -8
- iy )
15 dans (x - L y 4 ('ﬁ \;'0['—12}4
e X
3 A = E- A — ﬁ, . = g
3 5 X 7 SoX =g
ﬂ Essayez de résoudre :
0\ : T 042 122 212 232 _ 4
(10 En utilisant la formule du bindme, démontrer que (C, ) 1 (Co )7 1 (Co) 1.1 (C,) = €5,
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Terme médian dans le développement de (x + a)"
Dans le développement de (x + a)’ . on trouve que le nombre de termes = n+ |
(1) Si n est un nombre pair, le nombre de termes du développement est un nombre impair. Par

- - - ' -3
conséguent. le développement admel un terme médian unique de rung '~ =
]

.

{Z) Si n est un nombre impair, le nombre de termes du développement est un nombre pair. Par

conséquent. le développement admet deux termes médians de rangs " : b ; 3
@ Exemple h i
1) Trouver le terme médian dans le développement de (2x - %}’3

. S
> Solution
Le rang du terme médian = IE;Z =7
= O L F = € @0 0612 = Cfy 5

E Essayez de résoudre :
fjj) Trouver le terme médian dans le développement de (x> = —L—)'% | S la valeur de ce terme
2x

H
est égale 4 === - trouver la valeurde x

‘ Exemple

3 ~
12! Trouver les deux termes médians dans le développement de I'J"—T'r - i)'-‘

X
> Solution
Les deux rermes médians sont tg et 1
_ T (XIS N AT 87 6.7 _ 7 1,9 _ 9145 9
247 ¥
o= CFs (S)(2) = cfs x 387 x4t = oy x 3 = 19305x8
s\3 :

ﬂ Essayez de résoudre :
i, - L - " F #
ig,' Si les deux termes médians dans le développement de (3x + 2y)!- sont égaux, démontrer que

X 2
y 3
é?“i: Exemple

13 Trouver les deux termes médians dans le développement de (3 + 2y)¥ - (3- 2x)®

> Solution
Le développement = 2(T + T, + T+ T,+T,)

2 l;

=2« CF 320 = 181440 *

. le lerme médian
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ﬂ Essayez de résoudre :

N . . —
'ﬁ.}, Frouver les deux termes médians dans le développement de (245 +

(?_ﬁ _ IJT}[“

W

L yio,
Wy

e

o

_ ~
\ﬂ;}* Exercices 2-1 \##f

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:

(l:) Si les deux termes medians dans le développement de (X y)" sont t; et Ly, alors nest €gale &

al |3 b 15 c 16 d |56
; 3w a 3 xd4dx3 3
@SI]-SX*-; _ltx-+ ; :xl % bxT = 1024, alors x est égale i :
# I x2
a | b 2 ¢ 10 d'3

N i s . 7 7 ; 5
(3) La somme des coefficients des termes dans le développement de (x2 - L )7 est épale a :
X
a 2’ b €12° d'o

10

N, s . - s - -
(4, Le coefficients du cinquieme terme dans le développement de (1 + 2x)'" estégal a:

5 | -3 -4 W [
E__ |6C|U b EC”] G HJ(_!U d Ecm

P ’ . . . ’ i
(5, Dans le développement d'un bindme, si le terme général est €7, x* %

. alors le terme
3 e
contenant x'* est

a iy b iy € s d | n'existe pas

20+
’ = g o . =h -
'\1_3) Siles deux termes medians dans le développement de (i + 2h) sonl égaux, alors

a L -1 b oa=4b €la=8b dla=2b
N " " 2a h Hn _—
(7, Si le neuviéme terme dans le développement de (— 1 —-)" est le terme médian, alors n
: i 3 a*
est égale a:
a | b 2 c3 dl 4

P : S . N—
(8, Dans le dévelappement de (1 + bx)” | le coelficient du sixieéme terme est égal &
] 6 5.5 O 0
al Cj) b Cj ¢l Cyy gl Coip

(97 Si le développement d'un bindme contient 7 termes positifs et 6 termes négatifs, alors le

bindme peut-étre sous la forme :

a (a-h? b (a-m? €l fa+h)l? d | fa+ bt
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[2] Répondre aux questions suivantes :

i@l Sil+8x- (‘E x2+ 4% = 256 trouver la valeur de x
51::' En utilisant L formule du bindme, (rouver & un milligme pres la valeur de :
a_ (1003 b (0.998)7 . (101)%+ (0099)° d (102)F-(098)8

ﬁi} Trouver la valeur de x qui véifie (1 + V3)°-(1 - /3 )6 = 480 V3 x

Ny - - 2 ; _ )
5_3-;; En utilisant le développementde : (1 +x)!V= 1 + C‘:ﬂ X+ Clﬂ X2+ ..+ x10 démontrer que :

2 1(]_ i o
)1+ Cyy + i+ ——+ Cyp= 2! B <Gl ;r,,, 4 rm =0
Ed} Développer ce qui suit :
al (L Xy b =l
el(xwZ Y irx-y2) 'd (3 ¢ 2xP - (/7 - 2%)

N
J5) Dans le développement de (1 + x)" selon les puissances décroissantes de x. si 1y = 28x% et
t; = 1120 trouver la valeur de n et x.

16) Dans le développement de (1 + x)" s le coellicient du sixiéme terme est égal au coellicient
du dixiéme terme, trouver la valeur de n.

N
d7) > Dans Ie deve loppement de (ax + b)'” selon les puissances décroissantes de x si le coefficient
det,= dn.momn.r que 2ab = |

> a i
8) Dans le dcvclop[)emcnt de (2x?+ _IL]D trouver le terme médian.

A

N T
g, Dans le développement th:{‘T - %1“ . lrouver les deux termes médians,

ol . 1 . = .
20) Dans le développement de x*(x - %)" selon les puissances décroissantes de x, trouver le
quatriéme terme dans l'ordre inverse.

i
1) Si le terme médian dans le développement de (x* - —|—}“’ estegal 4 ;—E trouver le valeur de x.

@
e2

J

Touver le rapport entre le terme médian et le cingquieme terme dans le développement de

I'.:":—: %}'” , puis trouver la valeur numérique de ce rapport pour x = 3

b, Y - P, ’ 5 -
Q; Si le rapport entre le ¢inquieme terme dans le développement de (x + —‘l._u—]]“ et le quatrieme

terme dans le développement de (x - L) est égal 2 -16 1 |5, trouver la valeur de x
.3
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Unité (1)

Trouver le terme contenant xk
1 = 3 dans le développent d'un binéGme

/‘J Réfléchir ot discuter
L.

A apprendre ‘ _

: = . De la legon précédente, nous avons appris que :
v Utiliser le terrme général

: ( 2 g ’ o 17
!rouver?l'ererrne (x2 - L}m = (x2)2U - C'_I\“ (x*)!1? l__il +1Cxn (.‘Lz}“" I,l, x)? - (_-;” {_x31|
contenant ¥ dans e 2% e 2% e ) =
développement d'un (=L L o =1.y20
bindme, 2x 2x

» Trouver le coefficientdu — Est-il possible de trouver le terme contenant x'® ou x4 dans le
terme contenant x" dans
le développement,

v Trouver le coefficient de
la plus grande puissance
de x.

développement ou le terme constant sans éerire tous les termes du

développemem ?

La méthode qui consiste i trouver le terme contenant x* en développant

le hinGme est trés difficile. Pour cely, on suit la méthode suivante :

1 o o a | v . N e ] = - o Sy o
Exprakilire thelets On suppose que le terme cherché est le terme général t, _ | puis on

caleule ce terme en fonction de r.
v Terme général

MiertiecaRsidn 2~ On calcule la somme des puissances de x dans le terme général en
v La plus grande

puissaie fonction de r puis on égalise le résultat & la puissance cherchée k.

v Coefficient d'un térie De cette égalité, on calcule la vadeur de r. Deux cis se présentent :

a re et par conséquent , r+ 1 est le rang du terme demandé.

b ¢ I el par conséquent, le terme demandé n'existe pas.

Pour chercher le terme constant dans le développement. on égalise la
somme des puissances de x dans le terme général a 0.

@ Exemple
Materials

» Caleulatrice scientifique 1 ' Dans le développement le" - % )'1. trouver le coefficient de x,
= = 5.3

> Solution

L, |=|‘:li| [%)” "(i}f i El('i?\}” r“

Aroxll-or
3x ' ' :] ‘h

351 [#

En comparant les puissances dans x'! -7 =x!

1l=2:3=1] r =%
Le terme demandé est le sixigme terme.

Le coefficient de ty= €}, (2)° (3P =693

22 Iroisiéme secondaire — Livre de I'éléve GPS For Printing



Trouver le terme contenant x* dans le développent d'un binéme 1 =3

E Essayez de réesoudre :

N e I . ; 3
(1) Trouver le coefficient de x¥ dans le développement (2% - 3_}12
3

Exemple

2 Dans le développement (2x - —L_)” trouver :
8 3 b
a le coefficient de x* b ' e terme constant

¢ Démontrer que le développement ne contient pas de terme contenant x*

> Solution
tey g = Ch@x° T (=L F=f (1)@ P20 ¥

p I
FAg

a  Pour trouver le coefficient de x°
X730 = y3 9-3r=3 T

(=]

.. Le troisiéme terme contient x°
Le coefficient det; = Cj » 25 = 36 « 25 = 900

b Pour trouver le terme constant 9-3r=10 ¥=.3
. Le terme demandé est ty = Cq (-1)* (2)* = -672

¢ Enposant9-3r = 2 s3r=7 Sor=2eN
.. Le développement ne contient pas de terme contenant x°

ﬂ Essayez de résoudre :
™ =
(2) & Trouver le terme constant dans le développement (2x2 -

}IE

a3
;}|_

i B . ]
b Trouver le coefficient de x ' dans le développement (T o
3 %=
€ Dans le développemeni (ax - h1 )_”"s.le!un les puissances décroissantes de x, si le terme
X
constant est égal au coefficient du septieme terme. démontrer que 6 ab = 5

Exemple

3 Sinestunnombre entier positif. démontrer qu'il n'existe un terme constant dans le développement

[ e | yvn Y 3 :
(X7 + _1) que si n est un multiple de 7. Trouver ensuite c¢ terme pour n=7

> Solution
gy = €5 Hﬁ}"”(%}r = CF xS
e g0 5n-Tr=0 r = ST“EZ'+
E'; €Z"sinestun multiple de n 7 sin=7  r=35 etleterme demandé est 16
lg=C3 = 21

23
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Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

ﬂ Essayez de résoudre :
N - : ) d
':3_, Dans le développemen (r + %] , lrouver :
o L]
a ¢ cocfficient du terme contenant x™
b | 8i nestceal a 6. trouver le rapport entre le terme contenant »

@ Exemple

AN et le coefficient du terme médian

£l

[ @ Dans le développement (2 + l‘) trouver la valeur de x qui rend les deux termes médians
Egaux. ’
> Solution
Les deux termes médians sont 5, I,
. .--4-5'\.4_,54.\'5
Cs=t Gy 2P () = C32) (%)
X
2= S.x =6
3

ﬂ Essayez de résoudre :

‘! T . » - r - s ] i
I’:d/ Irouver le coefficient du terme médian dins le développement de (14 3x + 332 + x¥

e
\-—-*::? Exercices 3 - 1 @:

[ 11 Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
'::1} Le terme contenant x* dans le développement de (1 +2x)!" est égal
4 - b e
& Cr3 B3¢ Cio €16 Cyy 4732 =

” i
1\2:' Dans le développement de (:-; { %)ll‘.l , le terme constant est ;

a) 1y b c I d | n'existe pas

(3:) Dans le développement de x* (1 + x)” le coefficient du terme contenant x* est :
a 3 b 3 c O d 21

N : 3 ;
(4, Dans le développement de (x" - %)“ le terme constant est le

a troisieme terme b quatrieme terme € cinquiéme terme | d | n'existe pas

7N . Ll ... . ; .
5 Dans le développement de {ax? + —I' si les coellicients de x et x7 soni éeaux, alors a est
<) - :

ggale &

a | b -] c 1] d| 12

B R 1 > o
'\ﬁ) Si t5 est le terme constant dans le développement de {1 + +] . alors nest égale i :

a 6 b 10 c |2 d 8

24 lroisiéme secondaire — Livre de I'élove GPS For Printing



Trouver le terme contenant x* dans le développent d'un binéme 1-3

N o _ - . ) \g . e
7/ Sile coellicient du terme médian dans le développement de (x* + ;ll‘—}“ esl égal au coellicient

de x7 alors a est égale i ;

= | d 3
£

C_E_t) Dans le développement de [:—1:; - L]JU selon les puissances décroissantes de x . si le terme
hx

a b

ULI_I_.
'Jl“_.

I

constant est égal au coelficien! du seplieme lerme, alors

al = 8 af = 2 — 36 25
&lab = < b ah = . ¢lab=352 d ab= 73
8
\‘) Dans le développement de (2x + 1 ] le terme constant est égal a ;
a 33 b 140 c 70 d 56

N = <7 . . : o
J0) Dans le développement de (| - ax)’ selon les puissances croissantes de x, si le coefficient de

560 alors a est égale & :

Is =
al2 D)4 ¢! +2 d +4

[2] Répondre aux questions suivantes:
q1, Dans le développement de( 5% 4 L\) =, calculer le terme constant

.
LN _ e 12 1 g : S 2 A5
J2) Trouver le coelTicient de x'< dans le développement de x {T + 1:—4)
N s sk . 9 | "
J3) Si le sixieme terme dans le développement de (2x - —) est constant, trouver la valeur de n

3
B
puis étudier 'existence du termie contenant x® dans le développement,

-
P

\I_-'}ja Dans le développement de (2 X - L’)" . trouver :

x2
a  le coefficient de x3 b | le terme constant

[ . . ) -
€ Démontrer qu'il n'existe pas de tlerme contenant x= dans le développemenl.

'b"

15) Démontrer que C7 @ €]~ Il = % Si le rapport entre le coefficient de t;, dans le développement

de (1 +x%)" et celui de t; dans le développement de (1 - y)"* ! est égal 2 2 : 3 | trouver la

valeur de n.

2x .y

N s s o

6) Trouver le coefficient de ( )’1 dans le développement de (— | 5"

o “ v | F '

17) Trouver le coefficient de x" dans le développement de (11 x)*", puis démontrer qu'il est égal

au double du coefficient de x" dans le développement de (1 - x’,}z" .

o Mmoo o

J8) Dans le développement de {\ + +} . démaontrer que le terme constant est le terme médian
puis trouver la valeur de ¢e terme poirn= 8

39) Dans le dével de (xk L onk bre entier positif, trouyer :

\‘ ans le developpement deg = Ou K &sl un nombire entier positl, rouver :

a  |a valeur de k qui permet d'avoir un terme constant dans le développement.
b lc rapport cntre le terme constant et le cocfficient du terme médian pour la plus grande

valeur obtenue de k .
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iy 5 p 3 o

Q{{j, Dans le développement de (x“ + HI‘—)'— si le rpport entre le terme constant et le coelflicient
du terme contenant x* est égal 41 5 : 16 trouver la valeur de u puis trouver la valeur du terme
médian pour x = 2

3

£ | i uis y;
\.‘gD Dans le développement de (2.»;3 f %Jm . 81 le coetficient du terme contenant x° est €gal au

X
coctficient du terme contenant x'2 . trouver la valeur de a.

13
”~ 3 . i
k;@ Dans le développement de (x* - ﬂ—]‘] selon les puissances décroissantes de x -

a  démontrer qu'tl n'existe pas de termes constant.
b ! sity=1y , rouver la valeur de x

f % _ - LW o ,

23) Dans le développement de (x + T/ ouver :

a  Je rang et la valeur du terme constant.
b Ja valeur de x qui rend la somme des deux termes médians nulle.

@4} Trouver le terme constant dans le développement de (93&3 + 3Ix )". puis trouver la valeur de x

qui rend les coefTicients des deux termes médians égaux.,

B » r o , frmi g
@."y Dans le développement de (3;* F +) démontrer que le erme constanl est égal au coellicient
du terme contenant x*'', et si n = 6 , trouver le rapport entre le terme contenant x " et le terme

médian,
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Rapport entre deux termes Unite (1)
consécutifs dans le développement

d'un bindome

1-4

Dans le développement de (x - a
|.|. ol el |.r.

W, si les deux termes consécutils sont

A apprendre

[ C'|r| (x)8 T (a)f (.:-I . + Trouver fe rﬂppaﬁlenrl:e
t1l = " deux terrmes consacutifs
I, C;' Fixp-e=lgyr-1 CL- 1 X » Trouver le rapport entre

les coefficients de deux
termes consécutifs

Log o nerl o a

X
= r

De méme, on 4 ¢

le coelticient de f;

[_T'I-I"'-l

le coethicient de deuxieme lerme

le coefficient de t, T

f}g Exemple

le coellicient de prenuér terme

1 Dans le développement (3x+2y)"2 |, trouver :

Expressions de base

v Deux termes cansécutins

a i3 b le coeflicient de 15
I» le coellivient de 1y
e s d e coefficient de g
Ly le coefficient de 14
£» Solution
a3 = [2-2=+] {Ej:u 2y = Iy
Ly 2 X 2 X X
p lecoefficient de t5 W (G 3
le coefTicient de Lg 12 | 2 12
e =5 s Matériel utilise
ly ls ty v Calculatrice sciemtifigue
_12-5+1 l,Ey] [2--‘1-‘—I{13_'.r)I
5 X - X
_8 _ 2y 9 % _ Ny
5 v 4 X 5x=

d  lecoetficient de ty

le coefficient de g

le caefficient de t5

le coefficient de L
|2

le voetficient de 15

le coctficient de 1y
12-6-=1 2
6 1

= 4
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ﬂ Essayez de résoudre :

' F . . ) 0
\1) Dians le développement (.x'- +
a  trouver le rapport entre le cinquidme terme et le sixid@me terme &t si ce rapport est égal a

2 38
2)

8: 25, trouver la valeur de x.

b démontrer que ce développement ne contient pas de terme constant.

=

(P

Exemple

2 ) Dans le développement (x + y)¥ si 2 15 = 1y + 1 , trouver la valeur numérique de

> Solution

Iy - lg = 2t5 En divisant les deux membres par ts

| .
= E ou

ﬂ Essayez de résoudre :

A .
-’:2:: Dans le développement [ X %] . §11y. 15, 2515 et 1, sont proportionnels, trouver la valcur

de x.

(fjs Exemple

(3 Dans le développement (I = x)% si les coefficients de trois termes consécutifs selon les

puissances croissantes de x sont 35, 21 et 7, trouver Lo valeur de noet les rangs des trois termes.

> Solution

(2)-2

-
—r2

Soient les (rois termes . L. (el 5

le codfficient de 1,

n-ril

b

I

le coetlicient de 1,

fard

r 3

A S 3= S0-8r = 5

le coefficientde |, | 5 n{er Iyl _ 7
le coefficient de L, | ] 21
3n-3r=r+| In-4dr=1

En résolvant les deux éguations : (1), (2)

ﬂ Essayez de résoudrs :
(3;‘ Dans le dévelappement (x + )", si trois termes consécutils sont 112, 448 et 1120, trouver

la valeurde n , x el v.

28

L

L.
ty,
4x - 2
s __-" = = En mult
5 3% !

4P - 10xy +4y> = 0 + 2
2x-y)(x-2¥v) =0
xi= 2

g-r+1 _ 3
r 5
(1)
n-r _ |
r+1 3
(2)
SH=Telit=735
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Rapportentre deux termes consécultifs dans le développementd'unbindme | 1 - 4

) Exemple
P’® Trouver le plus grand terme

4 Trouver le plus grand terme dans le développement ( x + y)'V' quand x=2¢1 y=3

3 Solution
; t.p _ 10-1-1 x% l_t.__!_:II-r%}_%: 33-3r
1 I ~ I r 2 ar
= 33 = 3r b ] ] = ~ =
a 5i ".- =3 S.33-3r22r <. Sr<33 S 66
Ir
d'olr on déduit gque 1 > 15 = 15 2.0 > Ly
4 50 _ .
b ¥€ I 5o 33-3r €2 S 5r233 Sor 2 66
2r

d'oit on déduitque ;) <t <ly<ly<t

<. 17 est le plus grand terme dans le développement de (x - )Y
1 * - "r

Soestégala =0y 2t oqf =2449440

= — e~

~, B -
g"} Exercices 1-4 \Q(}

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:

"'\ - " -y . 5 - e
::I,' Dans le développement de (x+ y)'Y, le neuvidme terme : le huitiéme terme est égal
3 3 ;

Ay bl =X = By d 8x
Sx 8y 3x 3y

(2: Dans le développement de (1 - x)'2 | le coefficient du sixieme terme : le coefficient du

cinguieme terme
s 5 -8 -5
a r b = el — g =
'{5 ) 8 5 -8

(3_:' Dans le développement de (x + y)¥, :—"-* esl égal a

1
=

25 32 T5%7 12
2y e el d ¥
16 x= 16 v X

':4) Dans le développement de (3a - 2 b)!! | si le rapport entre les deux termes médians dans

' o D ; uw
l'ordre est égal & =~ alorsa : b est égal &

a 9:4 b 4:9 eli d -

[2] Répondre aux questions suivantes :

=N '
5, Dans le développement de (2 x* - %)“ ‘trouver la valeur de :

a i b 4 ¢! ta d le coetlicient de Ly

] [5 Iy le coefficient de [y
72N : _ .
(6) Duans le développement de (1 + x)'% | si t; =21, trouver la valeur de x

(F:' Dans le développement de (a 1 b)" si t, = 240 , t3= 720 et ty= 1080 trouver la valeur de a, b
etn.
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@ Si ty @ t5 dans le développement de (a + b)" est égal @ ty : ty dans le développement de
(a +b)"* trouver la valeur de n

(9:} Dans le développement de (1 + mx)", si 4t = iz et Lo % pour X = 1. trouver la valeur de
m et n, 6

ﬂﬁ} Trouver le plus grand terme dans le développement de (3 - 5x)* pour
X=7n

QD Dans le développement de (x + y)" selon les puissances décroissanies de x, si le deuxieme
terme est une moyenne arithmétique entre le premier terme et le troisieme lerme pour

x =2y . trouver la valeur de n.

Résume de l'unité

1 A" =nn- S (n-rt 9 af - _
n =nm-1(m-2y, (n-r+l) A e
: AL '
3 1N=0=1 4 C =1 = n
L, r! 1! (n=n)!
1} n-
C:::C”:] 6C;=Cn'r
SiCy = Cj.alors X =y ou x+y =n
18
8 S Mid) 9 c ol =€,
Cl-] r n (]
]
10 (x =a)" = x"+ ('.',]1I xl g+ Cﬁ xh-2g2 4 + g
(x-a = x" - Ctl1 x™ g 4 Cﬁ 2 42 . - (-a)"

11 (x-a)"+(x-2a)" = 2 [la somme des termes de rangs impairs]

12 (x~a)" - (x-a)" = 2 [la somme des termes de rangs pairsde terme de (x + a)"
1 2 3 )

BA£x)"=1£C, x+CoxEC x¥v ___+Ex)

14 Le terme général dans le développement de (X + a)" estt,, | = C:; (x)" T (a)r

Le terme médian dans le développement de (x + a)"
a Sinest un nombre impair, il y a deux termes médians de rangs 1 L, s

- -

¥

)

b Si nest un nombre pair, il y a un terme médian unique de rang

15 Dans le développement de (X + a)" | le rapport entré les deux termes consécutifs
oy _m-ril
I r X

16 Dans le développement de (x+a)" le rapport entre les coefficients des deux termes consécutifs
. ett, = n=rt| o le uueﬁ:n.'?cnl de a
T le coelficient de x
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[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

() Llexpression €. : €L Tl =

‘a8 n bl r (g ) I d T
r n

@) Si(x-3 = Al =20(x-2)!, alorsx =

a b2 €ls d 4
G si Cfy = O}, alorst =

(a2 b 4 fe)3 d 23,
OF BN

8 n-r b'm-1-1 Cin-r+1 d n+r
) Llexpression € + €' =

5 7 e | = st ) T2

£ BN e blC, el ey /eyl
() SiCh > AL | nlors

ar<4 bir>4 elr<s dr>5s
@ sial,, =210, A} ; =35, alors 2x-y)! =

a s IRy ¢)2 d |
@ sich>1,C >1,aors6-n)! =

a0 b e/ 720 d6

) o . . N .
@Si(l-x=l+ax+apx®+a;xt+agxt+  +ap xMetsi 27 =3 glorsn=
' ;-h

=

a4 b 6 c/8 d 9

w5 5:-:4.-2&5*47"-'33 -._.,5 _
®sll+2x+4(zﬂ X ol x>+ PY= 1024 , alors x =

a 5 b4 216 d g

A1) Dans le développement de (ax | b) 20 ! sj le deux termes médians sont égaux pour x =2
alors =
a a=2b b b=2a £lab=12 d ab=

td]—




Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du bindme

|2] Répondre aux gquestions suivantes :
':@ SiC, =4 « % j.(n-1!=6,trouver la valeurde n etr

A3 SiCl? =45, A" F =4 wouver lavaleurde C7 % = !

A s - r 5 : _ iy

A4, Sin(n-1(n-2) (n-r+1) = 5040, C = 210, trouver la valeur de C,_,

a 3 G -

Iﬁé:,.‘ Si Ci = 120, l':.n'h1 2T = e Y trouver ln valeur de C' g

Gosict - ¢! - 1 _ =&

Q) SiC, - C,  =35:7,C, +C., =5, trouverlavaleurde n et r.

@D sicl:Cl ' :5C T =7:4:6 . trouver la valeurde n et r.

(:if;tj Combien de nombres pairs supérieurs i 300 et inférieurs a 100 000 peut-on former en utilisant
des chiffres parmi les chiffres 1,2,3,4e57
a avec remise B gans remise

Q9 Sim)! = 720, C°, ;L =2 trouver la valeur de CF 3

F = el e . '

Qo) Si C} L, =9 x C; = 90 C“ trouver la valeur de n et r.

@1) Si €T = 120 = C[ , wouver la valeur de €5 puis trouver la plus petite valeur de n.

L‘é;‘ Démonirer gque Crl 4 (2 = C") + (3 = (' )+ (4 CT; CRE [ C:]: nox 2l

Q’Ej\l 5 1 1 | (_ = CJ r Cl”‘ [0} ‘I'-. " & 11 aleuler :
Y Sil )9 = 1+ Cly % 0 X + Ui X', utiliser ce resultat pour caleuler :
| 2 n
L+ €Ly % Chy = wsiert Clg
'1.| '-.2 '“‘l
Bi1-Cjy + Cyp - - g
5 . I 2 - 3 Ay 10
I T X Clu k4 g * C”] =+ -_? & Cl” = i R (3}

P i ; - B s
@:i;‘ Dans le développement de (x* + Ly | si le coefficient du quatrieme terme esi egal au

- - v o x
coefficient du treizieme terme, trouver la valeur de n et calouler le rang et la valeur du terme

constnt.
¢ . a L
@_’: Dans le développement de (1 + x)" . si (1505 = 13 = 15, trouver la valeur de n pourx = ;”
Z 5 : ; - y i
Q(; Dans le développement de (1 + x)" si le coefficient de t); est une moyenne arithmétique

entre ty et t;; trouver la valeur de :
3
a b A C (n-19)!
Q?} Dans le développement de (1 + x)" selon les puissances croissantes de x.
Sitg:lyitg = 6: 14121 trouver la valeur de net x .

v

—.’

QH} Si trois termes consécutifs dans le développement de (x + —Lz) sont dans le rapport 15: 6 : 2
X

ot k € Z' trouver les rangs de ces termes puis trouver le rang et la valeur du terme constant

dans le développement.
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Tixercices géneranx

3 . X ] . ; . ¢ ;
\3‘?) Dans le développement de (1 = mx)" selon les puissances croissantes de x, si les trois premiers

’ ; =16} &7 .
lermes sonl respectivement 1, =3 Xel3x%, trouver la valeur de m et n puis trouver la valeur

du terme médian dans le développement pour x = 3
AT N a . y 4 2 P
30) Si le rang du lerme constant dans le développement de (2x=- : P2 est ¢gal au rang du lerme
, T -
constant dans le développement de (x + %}*” , trouver la valeur de n puis trouver le rapport

entre les deux termes medians dans le second développement pour x = —1

N\ - 5
5_],' Dans le développement de (4x7 + ?l )13, trouver le coefficient de x° puis trouver la valeur

de x qui rend les deux termes médians du développement égaux. Démontrer ensuite qu'il

n'existe pas de termes constants dans ce développement .

£\ . e . . e e -
32) Dans le développement de (1 = x)" . si les cocfficients de trois termes consécutifs sont 35 .

21 et 7, trouver la valeur de n et les rangs de ces trois termes.

f A, P .
33) Sile terme médian dans le développement de (1 - x

)10 eyt gal au double du septizme terme.,

trouver la valeur de x

;‘14:} Sile développement de (x2 + T}" contient un terme constant, démontrer (ue nest un multiple

de 3 puis trouver la valeur de ¢e terme pourn = 12.

i S . .
.;’5:;\} Si les deux termes médians dans le développement de (2x 1+ 3)'7 sont égaux, trouver la valeur
de x?
N i - = 3 -
36/ Siaetbsontles deux termes médians dans le développement de (x - %] !> selon les puissances
; G - :
croissantes de x, démontrer que a + bx* =0
N G i Ve wid s T
37, Si le rapport entre le coefficient du sixieme terme et le coefficient du quatrieme terme dans
1 2% : g . 2
le développement de {‘E = T".}“ selon les puissances croissantes de x est €gal 8:: 27 | trouver
la valeur de n.
P 5 - ¥ 0 = .
38 Dans lc développement de (2x- + %1-’ selon les puissances décroissantes de x, trouver la
valeur de x qui rend le troisigme terme et le sixieme terme égaux.

N o 25 . !
9) Sity=" hells =14 dans le développement de (1 + x)* selon les puissances croissantes de

=

X, lrouver la valeur de nal .

P ‘ . el v 3
40) Soit n un nombre entier positif. Si (1 +ex® =1 +m; x+my X2+ Mg X7+ My Xy + .., my = |2
et my =<m;, , trouver la valeurde n el c.
Y aoae v . ts é
@1,' Si le troisiéme terme. le quatrieme terme et le cinquieéme terme dans le développement de

(x + y)" selon les puissances décroissantes de x sonl respectivement 112, 448 et 1120 .
trouver la valeurde x , y etn.

P - 3 5
42) Dans le développement de-{‘:f'T" - '—2)‘* . trouver :
. 2%
a e terme médian b | Je terme contenant x°
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Unité (1): Arrangements, Combinaisons et formule du binome

7

'&.;13 Trouver le terme constanl dans le développement de (x - %j“ Sfx -

§

2.3 - n s o
@4, Dans le développement de (2x + 3_} ), le neuvieme terme el le dixieme terme sont

cgaux et le rapport entre le sixiéme terme et le septieme terme est €gal a 8 : 15, trouver
la valeur de n puis démontrer gue [e développement ne contient pas de lerme constant.

(35) Dans le développement de (x> + —<)!5 | trouver la valeur de ¢ qui rend le coefticient de x!*

3
égal au double du coefficient de x 7

@ Dans le développement de (x* - _—l]'j . trouver le rapport entre le terme constant et la
somme des coefficients des deux termes médians.

@:?) Dans le développement de (x* 4 ,\L'}H ou k est un nombre entier positif, trouver :

a les valeurs de k pour que le développement ne contienne pas de terme constant.

b ' le rapport entre le terme constant et le coefficient du terme médian pour la plus grande
valeur obtenue dans Ia premigre partie de la question.

FON it 7 7 -
@8 Si (1 +x)" =ag+a x+a; x~ - ... a, X" démontrer que :
a) B 2a, | '3-’.1_1, . _nidn o _n (il
a3 4 @ -1 =

h dp + 23[ "4&2 |'-| 82’(3 iTreaesr) 2“E’In =35

i * - - L . # =
{1'.} Si le troisicme terme dans le développement de (2x + L._,,I“ sclon les puissances décroissantes

. X 4
de x est un terme constant, trouver la valeur de v qui rend ce terme et le deuxieme terme dans
le développement de (1 + y* 1 égaux.

~ s ¥ . e a .y F -
!‘5;]; Dans le développement de (x2 + %)3 si le coefficient du terme médian est égal a x'" |
- (18

trouver la valeur de a.

s , 5 . ; :
L{iﬁ Dans le développement de (x? - %]"' , démontrer qu'il n'existe pas de terme constant puis
trouver le rapport entre le septigme terme ¢t I¢ sixieme terme pour x = —|

(52) Dans le dévelappement de (952 + )7, trouverla valeur du terme constant puis démontrer

. \'3 -~
que les deux termes médians sont €égaux pour x =%

:Ei};' Dans le développement de (3% + %}" . rouver la valeur du terme constant et si le rapport
entre ce terme el le sixieme terme est égal @ 3 : 2 | trouver la valeur réelle de x.
I

X
e £ . T
trouver le rapport entre le coefficient de x”" et le coefficient du terme médian.

(54) Dans lc développement de (x2 + -1 | trouver le coefficient de x3 . et si n cst égalc 4 6,

Pour plus d'activités, visiter le site : www.sec3mathematics.com.eg
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Epreuyve cumulative

® Dans le développement de (1 + x)'7. si le coefficient de t, .y est égal au cocfficient de t3,,5
alors r =

ta 3 b 4 c)17 )7

iz_} Dans le développement de (1 - x)27. si les deux terries médians sont dans le rapport = | : 3.

alorgx =
) ; il a1l
a 4 b'3 €3 3 4
)W 1P - (T -1 =
a'-§2 b §2 C 58/2 d -58/2
i-!) Le quatriéme terme dans le développement de ( :' + : 17 est:
a 20x b 20 ¢ 20 d 20 x2
&
:'3 Le dernier terme dans le développement de (2 - x)7 (2 + x)7 est :
a v b x5 c xI0 d xi0
(ﬁ) Duns le développement de (1 + x)" , démonltrer que fot —n-rtl x. Si le coelficient de
r
L3 dans ce développement selon les puissances croissantes de x est égal au cocfficient de ty
trouver la valeur de n et si 7. :% . trouver la valeur de x

l5

. 13 % i [
’.::_’) a SiC. +( : = n®+6n+ 35 . trouver la valeur de n.

b Trouver la valeur du terme constant dans le développement de (L) (x + Lq.]”]
Kﬁ x.

iﬂ) Dans le développement de (1 - mx)" si le deuxiéme terme = %x el le troisiéme terme

3

100 % | trouver la valeur de m et n.,

(9) On dispose des chiffres 1,2, 3, 4el 5. Eerire le nombre de nombres inférieurs & 400 qu'on
peut former en utilisant ces chiffres.

@ Dans le développement de (%‘_ + %] ", si le cinquiéme terme, le sixiéme wrme ct le

septieme terme sont dans le rapport 40 : 24 : 11, trouver la valeur de n et x.
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[1] Algébre

Introduction de I'unité

Jean-Robert Argind est considére comme un mathématicien de repommée, (est le premier quia éudic

en détails les nombres complexes et les a ufilisés pour démontrer que toutes les équations alaébrigues

ont des racines soient réelles soient imaginaires. Les nombres complexes sont présentés dans un diazramme

connu sous le nom de diagramme d'Argand en honseur du savant Francals Argand, soll par un point (x ;3 y)

ol x est le nombre réel représenté sur I"axe des abscisses ef v représente le nombre imaginaire sur 1" axe

: ok 15 5 i . X - .
des ordonnées ou par un vecteur d'intensité égale & x? + v2 et de direction tg! 3 Nous étudierons

Gepalement dans eette unité, les racines cubiques de Munité et la résolution de pmblémes sur les nombres

complexes utilisés dans Tu vie quotidienne par exemple en Electricité en dynamique., dany a théorie de

ln relativité et dans les différents domaines de la physique. Ces nombres sont des nombres flexibles qui

ont la capacité d atteindre le résultat final d une Fagon acceptable.

Objectifs de I'unité

APRES URTUDE 08 CUNITE, 107 APRES AVOIR REALISE LES ACTIVITES, 1L BST ATTENDU QUR UELEVE SOIT CAPARLE DE &

< Représenter wd nombre ctmplexe ef son conjugueé
par des poiurs (des eouples) dans v repére,

= Dierminer le module et 'srgument &'y nombne
complexe.

= Identifier lo détermination principale d'un nombre

complexe.

Identifier la forme migonométrique d'un nombre

canplexe.

= Reconmtite Je  théoréme  de Moivie o
applications.

S

[Déterminer les meines nidme d'un nontbre complexe,
Exprimer sin n@ ¢t cos nd en Tohchion des mpporls
tmgonoméiniques de Fangle el ses multiples.
Reconnaitre le développement de sin 6 el cos @
Comme suites.

duire s Tormule d'Eoler & travers 165 suites.
tdentifier eluppliquer les methodes de translormation
entre les différentes lormes d'un nembre complexe.
Reconnaitre les racines cublques de 'unie:
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7 Identifier le module et I'argument du produit et du
quoticnt d'un nombre complexe.

“ Fffectner les opémlions de hase sur un nombre
complexe dans la forme frigonometrique.

£ Résoudre des probltmes sur les racines cubigues de
l'unité.

Expressions de base

I PlomadAngang © o Formeirigonométngue
| Confugug Tnéoréme de VMonre

| Mgl Hatme

D Argument L Hotfpe cirrés

Matériel utilise

- Ui calcbnd fricoyeieniiligue

o Utiliser les nombres complexes pour résoudre des
problemes mathématigues.

i

Utiliser des logiciels pour résoudre des problémes
mathématiques comporiant des nombres complexes.

+ éduire les proprictés de deux nombres,

5]

[Xéduire les propricies des racines cubiques de
I'urité,

o Rogine cutigue
Cergie
T

I polale

Lecons de 'unité

Lesson (2-1): Forme trizonomélrigue d'un
nombre complexe
Lasson (2-2):

Lesson (2-3):

Théoreme de Muaivre

Racines cubigues de I'unité

Organigramme de I'unité

(

Forme trigonométrique

1

; N Théoréme de Moivre Racines cubiques d'un
d'un nombre complexe r e ~ hombaconpleke
|
Plandfrgand — poyynnombre  Pourunnombre  propriétésdela
Rep el entier positif ration mj!' positif racine cubique de
o - l'unite
graphidue Racines d'un nombre |
[ | complexe -
Module d'un Argument d'un | Beprosenterios
nombre complexe rombre complexe Représenter racines de l'unite
T d'un nombre
o , T complexe dans
Module et argument de la somme, e plandiArgHid

la différence, le produit et le
quotient d'un nombre complexe
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Unité (2)

2-1

. A apprendre

+ Représentation gra-
phigue dun
narmbrecomplexe et son
canjugué dans le plan
d'Argand.

+ Representation gra-
phique de fa somme de
deux nombres
Compiexes,

v Module d'un nombre
complexe.

v Argument d'un.nombre
complexe,

v Détermination
principale d'un nombre
complexe.

v Formetrigonomeétrigue
d'un nambre complexe,

+ Module et argument du
produit et du quotient de
deux nombres
complexes.

Expressions de base -

v Plan d'Argand

r Canjugue

v Argument

v Détermination
principale

v Ferme trigenometrigue

~ Matériel utilisé

v Calculatrice seientifique

38

x=rcosf et y=rsing

lroisicme secondaire — Livre de I'élove
|

Vous avez déja étudié les nombres complexes. Un nombre complexe
peut s'éerire sous la forme z = x + iy (forme algébrique) ot x ct ¥
sont deux nombres réels et 2 = -1. Dans cette lecon, nous allons
étudier d'autres formes d'écriture d'un nombre complexe et comment le
représenter graphiquement.

Coordonnées polaires et cartésiennes
La figure ci-contre représente un cercle de
longueur de rayon r. A(x ; y) est un point du
cercle qui intercepte un angle de mesure 9.

y v
s =—

el cosd= % «

. X=TC080 ¢ y=rsin@
Oirr=yx*+y* et 1gf==-donf=1g' <

Si on compare le plan cartésien et le plan polaire en superposant

i

i

I'axe polaire sur le sens positif de 'axe des abscisses, on trouve qu'il

est possible de transformer les coordonnées polaires en coordonnées

cariésiennes el inversement.

Transformation des coordonnées polaires en
coordonnées cartésiennes

Si les coordonnées polaires du point Asont (r: @), alors les coordonnées
carlésiennes du méme point sont (x ¢ y) telles que

Ona:(x; y)=(rcosf; rsind)

Plan d'Argand

Le mathématicien Argand a rcpréscnn;iﬁ-:* nombre complexe z dans
un repére orthogonal en ulilisant M'axe XX' pour représenter la parlie
réelle du nombre complexe et l'axe W pour représenter sa parlie
imaginaire. Par conséquent, le point de coordonnées (x ; y) représente

le nombre complexe x +i v

Exemple —t }-z“-

‘1 Dans le plan d'Argand ci-contre, U il
on remarque que les deux  points ':..3 TETT —»
représentant les deux nombres z et =2 [ =550 | 3620
sont symetriques par rapport au point :r,.z'

d'origine 0.
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Forme trigonométrigque d'un nombre complexe 2 7]

On remarque galement que les deux points représentant les nombres conjugués z et 7 sont
symeétriques par rapport a l'axe 'X_XT
ﬂ Essayez de résoudre
’G) Représenter dans le plan d'Argand chacun des nombres suivants :
=3+4i . z . -z . l=+z
Réflexion critigue : Dans le plan d'Argand, que représentent tous les nombres complexes z
ayant pour partic réelle 2 7

Ls| A apprendre (1)

Module et argument d'un nombre complexe zx, ¥)

Stz =X+ y1iestun nombre complexe représenté par le point
y) dans le plan d'Argand. alors le module du nombre z estla ¢

distance de ce point par rapport au point d'origine O. Le module .

du nombre z est noté IZl ou £. @ est appelé 'argument du nombre

st

=Y

3 . 0 X
complexe, On oblient :

P 'l T -|4 = :l'_' \
f=4 X*+y* et lgfi':i dot B8=tg :'—uu—T{Ian‘l‘T;‘

X

Forme trigonométrique (polaire) d'un nombre complexe : o

Siz =x+yi estun nombre complexe d'argument de détermination principale Six>0ety=0

B ol @ e |- x|, alors il s'écrit sous la forme z=¢(cos 8 + i sin @). Lamesure 1.9 ¢

de 6 est déterminée selon les cas suivants: Six<Oety=0
a Six >0ety >0, alors @ est situé dans le premier quadrant et 8 = tg”! {}T] alors @ =7
b Six < 0ety > 0,alors @ est situé dans le deuxiéme quadrant et Six=0ely>0,
=7 +1tg’! {{_] alors 0 =
. Six=0ely<0,
¢ Six <0ety <0, alors 8 est situé dans lc troisieme quadrant et alors@=-7
%
0=-7+1g (L) 2

d Six>0ey < (l alors 0 est situé dans le quatrigme quadrant et @ = tg {—-—l

@ Exemple

( g' Trouver le module et la détermination principale de l'argument de chacun des nombres
complexes suivants:
8 z,=-4y3 -1 b z; = =1=1

» Solution
" La forme d'un nombre complexe estz=x + yi , ulors : 7 (-¥3, 1)
a x=-43 e y=1|

.. le nombre 2z est situé dans le deuxieme quadrant I —-0
£ = 1,{ N2 3 }.:’. = ’f{__ ‘;'_1'}2 1.{1}1 =JF = 2 -‘.r'? 0 :‘;—:
T _ 5n \

0=nm+ta (2l =7 -
viE (,I'T] 6 6
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Unité (2): Nombres complexes

l_'-' x=-]¢e y=-1

. le nombre 25 est situé dans le troisiéme quadrant il f’// >
r=d 2y =P ST -1 0
1l T -3 -1, -1
= - + o L=y = - i, S Zy
g w4+ tg (_I} oot 3 3

ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver le module et la dérermination principale de 'argument o Rappel
gl _ 0

de chacun des nombres complexes suivants :

Az, =T +4Ti Bz -JFi Et
' ‘ T Cette formule est utilisée
&) zy=- 31 22y =5 pour transiormer la

= meure d'un angle de
Propriétés du module et de I'argument d'un nombre  gegrés en radians et

complexe inversement.

Pour tout nombre complexe 2= x + v i dargument 0, ona:

1 =2

2) Vlargument d'un nombre complexe peul prendre une infinité de valeurs en ajoutant un
nombre entier de tours 22 d'oi largument d'un nombre complexe est égal 4 0+ 2x noh n
est un nombre entier.

3) =1z =lz =1%ot z estleconjugué du nombre z.
4) z ; =12 =121
Reéflexion critique : Si 8 est la détermination principale de I'argument d'un nombre complexe z,

trouver la détermination principale de l'areument de chacun des nombres —z | 7 el % :

@ Exezple

"E_} Ferire chacun des nombres complexes suivanis sous la forme trigonométrique:
a z1=2-2/31 b 7z, =-4i cz?'z.-f—i:ifi di gz =-3

> Solution
“.© Laforme d'un nombre complexeest z=x+yi , alors:
Blx=2 et y=2-2J3
.. 7y est situé dans le quatriéme quadrant i

E=lz)l =4 24y =@+ 2/TR = /16 = 4

6 = tg"ri'zf} == B 2
Sz =E€(cos 0 +isin @) O|™\€ 2 -./T

s ) T = ;gr_
4 (cos( 3 )—1sin{ 3 1)
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Forme lrigonométrigque d'un nombre complexe 2 7]

b v x=0 et y=-4 A
". 2, esl situé sur l'axe des ordonnées
b=lzyl= 52 + v* = 0P - (-4P =4 S0 f/’ £
g ==L o2y = Aeos(=E) + isin(=E) -
Za
€2y = J.T_4-| = jz : = -4/3 +i Enmuliipliant par le conjugué du dénominateur
x== 3 ,y=1 . Zy est situé duns le deuxieme guadrant 5
Fa 9
2 | S i
=7 -tan~l —==x == >
" V3 ~ 6 3 l
— 9 (oos, 28 o tain S
Zy =1 (cos 6 s =g )
d-x==-3ety=0 . 7y estsitwé sur 'axe des abscisses

=l = 02 + F =/-37 + (0 =3
0=un Soo2y = 3(cus & o+ ising)

ﬂ Essayez de resoudre
(3:} Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme trigonométrique :
‘a Zl=8 b Zz=5i S'Z3=-3—3i

@ Exemple

.4 Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme trigonométrique:

@ z; = -8(cos45° + isin45") o Rappel

.4 : i =
== ¥y = =1 P
b Z = -_(51113.:1 JCI}SB?I'] cos0-ising=

> Solution cos (-9) + i sin (-9)
8 7z, = -8B(cos 45 - isind5?)

= 8B(- cos 45" - i sin 457) 04

- x<0.y<0 .. 7, estsitué dans le troisidme quadrant ——

‘r —cos45° = cos(180" + 45%) . -sin45° = sin(180" + 45%)

S zp = 8(cos 2257 + isin225%) =8(cos - 135" — jsin - 1357) 2 =8 ¥
.. le module de z; =8 et la détermination principale 8=-135" = '3f
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Unité (2): Nombres complexes

blzy=z,=2(cos Tz -isinn) o Rappel

x>0 etv< .o Zy est situé dans le quatrieme quadrant . » .
" : q qHe sin (% +0) =cos 0

oy 3_?‘1 ik 17 :
sing o = cos 3 7) = cos ﬁ.‘ir-cosiﬁl cost%*ﬂ;ﬂ):-sih'ﬂ
- €08 i X =Sin ( 3?1' -.t ) =sin (— ) =sin [-——} sin {_3_& +80) =-cos &
" Zy = 2(cos l(';i +1sin %)} cos ( +6) =sin
. le module de z» = 2 et la détermination principale 8 = —1:;?-
ﬂ Essayez de résoudre
@) Trouver le module et la détermination principale de l'argument de chacun des nombres
suivants :
8y =2 (cos-Z- i sin—2£) b 7y = (sin 45° - i sin 45°)
23 5 3 2=l 2

Bur" A apprendre (2)

Multiplication et division des nombres complexes en utilisant la forme
trigonométrique
Sizp = €lcos O + isin0)) el z; = &lcosOy + isindy)alors

1) 22y = 6 (cos B + isin@)) (cos By - isin B))
= by (cos(B) + B2) + isin(@) + 6)) (n
Done. )25l = &6 = lzylizyl
a L'argumentde (722) = 8 + 6

2 Z £| cos @) + i S'i]l'G] |
) Rty e — =
2 B2 cosBy+isinGy 2

{cos I_B| - Bz:l + 1 Sin(ﬂ| —93):' ()

o 7
= —lEJl—et Largument de (—) = 8y -8,
[z, 4

Avee l'aide de votre enseignant, démonirer les relations (1) et (2).

@ Exempie

' 5 Exprimer 3 (cos —|7+ i sin ——} =4 {cos —5+ i sin -7 } sous laforme x +y i

» Solution

IE i '.-'.u:L£ 4{1:,05 == 4 sln—}

3 (cos 5 - 12 12

=3 = 4{(;05—2' + —:|+| sm( + ﬁ})

= 12[005-_';.%—+ lSII‘l—.;'*} = 12(0 + i(l)y = 12i
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

ﬂ Essayer de résoudre Rappel
: T . . X 2R 2
@) Exprimer 2{cos 15 + sin 5) * 3(cos =T 5_mT‘Hn sous la forme

5

x=vi 4l =cosD+isinl
. -1 =cos Z+isin 7z
@ Exemple
o ‘ di=cos Z+isind
6. Si 7| el z; sont deux nombres complexes représentés dans le plan 2 -
' : = ooa L ginte
d'Argand comme le montre la figure ci-contre, trouver [e nombre 2—2 Jd-i=cos= > isin
1

sous laforme x +vi.

> Solution
D'apres la figure, |zl =2 et l'argument de = 90° +10° = 100° . y
oz = 2(cos 100" - isin 1007)

lzyl = 4 et argzy = -20° 10°

Ce 2y = d(cos (-207) - Qsin(-20") -
Z 4 cos(-20°) + isin(-20%) = X

T2 T (coslO07 £ i sinl00) l
2 |cos(- 20°- 1007) - i sin(- 20° - 100%)] Zs

2 (cos(- 120°) + isin(- 120°)
I3 = x
2

L]
2
1l
(=7

1l

:2[_%4:-; )= =1-47F i

E Essayez de résoudre 4 z
- . ; £2
(@) Utiliser le plan d'Argand ci-contre pour mettre le nombre —

sous laforme x + yi

Corollaires :
1) Si z= £(cos @ + rsin @) alors

() % =L! (cos (-8) + rsin (-0)) (h) 2% = E(cos20 + isin2)

2) Nous pouvons généraliser la régle de multiplication sur un nombre déterminé de nombres

complexes. Siz; .zy . ..... et z, sont des nombres complexes et si
z) =€(cos By 1i8inB)), za=d{cosGy 1 isindy), .z, = {(cosf, | ising,)
alors: 2y 22 .z, =& . Glcos (B + By . 1B, - isin(@) ¢ By v ___ 1 8))

Dans le cas particulieroiiz) = 75 = . =7, = dcos@ - isinf)ona:

' =¢M(cosne+isinng)

@ Exefple

.7 Mettre le nombre | —i sous la forme trigonométrique puis trouver (1 - i)®
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> Solution
Sx=1 et y=-1 L= e =P eI =2
x>0 e y<Oo .2 estsitué dans le quatrieme guadrant
. <K ¢ e S
g = tg'l{]—]J =74 Sl=1= f_ErfcnsT| 18I0 )

S-08 = (4 2)8 cns(%.} ~ 1 sin {%)}8
= 16 (cos (- 2x) + isin (- 27))
= I6{cosQ = isin0 ) = 16
B Essayez de résoudre
(?:) Siz;=2(cos 10" - i sin 10%) et zy =3(cos 40" + i sin 40)

trouver le nombre z;* 2,7 sous laforme X - y i

Forme exponentielle d'un nombre complexe (Formule d'Euler)

Nous pouvens exprimer toute fonction dans la variable x comme une suite de puissances de x
appelée la suite de Taylor. Dans ce qui suit. nous présenterons le développement de Maklonie pour
certaines fonetions qui feront 'objet d'étude dans cette unité.

1) La fonetion sinus @ y = sin x

3 3 2n-|
. X X X . X
$NX = v F o = e FE I = o
I! 3 51 (Zn-1)
(La fonction sinus est une fonction impaire car sin (=x) = — sin X, Par conséquent, le

développement contient les puissances impaires de x)
2) La fonction cosinus 1 y = ¢os X
2 4 2n-2
% X I X
COEX = J-= ¥ ——- L ) Ll N
21 Al 2n-2)!
(La fonction cosinus est une fonction paire car cos (—x) = cos x. Par conséquent, le

développement contient les puissances paires de x)

3) La fonction exponenticlle y = ¢*

. 2 3 i
X X X X
et =1+ + —_ =« 4+
! 2 3 n!
Remarquez gue
: : 2.2 5 o3 i h
X
¢ = 1 + I X o = X " I~ X 4 . "X o
11 2 3 n!
ix X 1x < ) . :
=i A 31 = "J‘.:n_i'
: i o
= - 2 T L ) L'équatione” +1=0

TR | no 3 est e lien entre les
cing nombres les plus
célébres. Dans la
Done le nombre complexe z = x + iy =£(cos @ + isin8) peut formule d'Euler, & doit
étre en radians.

e™ = cosXx +1s8inx

s'écrire sous laforme 1| z = ¢e & | Cette forme est appelée la
forme d'Euler ot @ es mesuré en radians.
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Forme trigonométrigque d'un nombre complexe 2 7]

@ Exemple

'8 Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme exponentielle (forme d'Euler):

1R

alz; =] i bz, =-1+V3 i e zz=e"% d z, =-2i
> Solution
Alzy=1#id SoR=l e y=1
b o=yl = A2 (12 = fT
"x>0et y>0 . 2 est situé dans le premier quadrant
i —
o=tan" ()= oz =te®=y3 ey
b 7z, = -1-43 i Sox==-lety = 43
b= IR+ (3R =2
mRED et vED . 2o est situé dans le deuxiéme guadrant
Sy m 2 Bi _ 2ol
8=z itan” (- ¥3) = 3 A dg = e = 2ed
3 I, 1 Z 3 i
Clzy=e'Tl="xe¢g’ Done ¢ = lz3l = e . et l'argument de 23 ="
d - zy=-2i Jo X =0ty =-2 Sl= SR s (22 = F =2
X =0 et y=-2 . 2y est situé sur l'axe des ordonnées
1 T ; =
"H=E o 2y = 282F

ﬂ Essayez de résoudre

@) Siz= ‘?Ii

€crire le nombre z sous la forme exponentielle,

Multiplication et division des nombre complexes en utilisant la forme
exponentielle.

Siz; = ¢ i et I = éz_ea-‘!i

: : Q, « 8
Alorsz,z, = fefii «bebri= gty ! 2,
_z.l_ = _L.‘J_ % aﬁ]i- — £l c[&fﬂgﬁ
Z3 t?. ¢ el 63

@ Exemple

9 Trouver le résultat de ce qui suit sous la forme exponentielle :

8 2(cos25° + isin25%) % 2{ sin 158" - icos 1589 bl iy
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"> Solution
a | Mettre le nombre z, sous la forme trigonométrigue comme suit :
" (sin 138" - isin 158%) = sin (907 1 687) -icos (90" 1 68") = cos 68" 1+ isin 68°
. 3(cos25% 1 isin25") =« 2(cos 68° I isin 68")
= 6 (cos (25" + 68°) + isin(25° + 687))
= 6(cos 93" - isin93°) = el 0

b1 « i =42 (cosd5" - isinds) o Remarguez gue

|- i= T (cos(45%) + isin(-459) 9 _ o™
71 180° (4
o | * _1'} = cos (45" + 45%) + isin(45° + 457 Bosezomd= 3" v np
P . 7T ) i - ; 180°
= 0§ 90" - i sin 90" = cos 5 1 isinS P = 52
'.{ler_')?:(cos”T—-isiu%] -cos%—wm%
-1 = 3
=¢hs (%‘} +1 sin (%’j —e X

ﬂ Essayez de résoudre

@) Sizy=1-+3 ictza=1 1 i. erire les nombres suivants sous la forme trigonométrique:

i :
alzy& B)== € (z5)0

3
(10} Exprimer le nombre z =3 e "sous la forme algébrique x 1 yi ot xeRet yelR

©» Solution
= ﬁ C—%i .-.g= |.ZE= ﬁ el B - if_ o Hemm{mel Il“e
f-J_{Cu-;— 1+ i sin f) cos %ﬁ cos 1357 =;%
‘-e’_f 1‘,—1} sin 3%:&;1135 J—IE

=-1+1
ﬂ Essayez de résoudre

r
g , ) = 0 y -
AW Exprimer le nombre z= 8 & ' sous la forme aleébrique x~vi ol xeR et veR
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

\?’% Exercises 2 - 1 \#‘\:E?

Compléter ce qui suit :
@ Le nombre z = 3—4 | est représenté dans le plan d Argand parle pointAoit A=( S — 1

(2) Sile point A représente le nombre 2 dans le plan d'Argand et si le point B représente le
nombre 7 dans le plan d'Argand, alors A est 'image de B par symétrie par rapport i

A - = -
\3> Le module du nombre complexe # =-351 est €gal &

@Siz = g"i. calors lzl =
24

s : - . . iy ,
\5:5 Si 0 est la détermination principale de Pargument d'un nombre complexe 2, alors son module
z esl

(t_s} Siz = alors [zl =

L
o £ . "
7,/ Laforme exponentielle du nombre — -1 est ..
8)Siz = | - 3 ialors la détermination principale du nombre (78 est
99 1: Il o Sl B 5 .
\9> Lat forme trigonométrique du nombre 2z = 2-2 ¢ 3 iesl
N s L ¥ '
ﬂg,f Si l'argument d'un nombre complexe z est 8, alors I'argument d'un nombre complexe 2z est

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :
@ Siz = 2 (sin30" - icos307)alors la détermination principale de 'areument de z est

égalea .
a 30 b 1 60° ¢ 90 d 120°
F . L _ . S o :
12 Siz = (1 43 i)"etlZl = 8 alors la détermination principale de 'argument de z est égale
A ..
D% b % 5% dix
ﬁ@ Sizy=¢ (cos @) —isinOp) et 2y =46 (cos Oy +isin Oy) el si 0) =0 = 7 alors 22y =
a4 bi-tig . §h d'-f6i
'@) Pour le nhombre complexe z =<3 | 'argument est égala .
a0 b 90° c 80" d 2707
43 Siz =1+ /3 alos| 7= ___
8-1-y3i b y2 cl2 d -2
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@ Sizy=-1+43 ialors la forme exponenticlle de 2 est

e st o —
i bleai ¢)yTe 41 d| e

a g

6}5 Sizy=2+243 0 el z2=-3-343 alors l'argument du nombre 2 + 2=

a’ 60" b 2407 c 180° d | 300"
A8 Six-yi =8 bL goren2o 2=
a -hi
alal b’ b 2B c'2ub d |
@ La figure ci-contre représente le nombre complexe .. ¥
a ' 3(cos 30"+ 1 sin 307)
b 3(cos 60°= i sin 60°) 3
€ 3(cos 120"+ sin 1207 - »
d 3(cos 1501 sin 1507) 1
@ Si la détermination principale de I'argument d'un nombre z est @, alors l'argument de est
ol 8= ‘g el O£
a g b .a € x-0 d 716

Répondre aux questions suivantes :
Qﬁ Ferire chacun des nombres suivants sous la torme trigonométrique ;
a ¥ b

S+4

A

td g

(8]

¥ 2

d z=-3+4i € z;=4(cos 40°-1sin 407)

@ Trouver le module et la détermination principale de I'argument de chacun des nombres
complexe suivants:

a z;=-1+i
4
b) 2, = ==

€ z:=-2cos45" +1isin45°)

d ozy=1+ig20"

48 lroisicme secondaire — Livre de I'élove GPS Fer Printing
. |




Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

@3) Si 2 =cos 114" + i sin 66" et 2 = cos 42° = i sin 138" et z; = sin 24— i sin 114, trouver la
forme algébrique du nombre 2122
4

i@ Siz;=2{cos75°+isin75") etz =4 (cos 157 - isin 157), rouver la forme exponentielle les
Z i
nombres 2,z el =i y
2
i
@ Dans la figure ci contre (rouver la forme exponentielle
du nombre : 2L . 2 10°
2
4

-y

"y

X2
@ Ferire chacun des nombres suivants sous la forme algébrique :

4

a z =e;
ot

€4

o
i
Id

zZy

A
(]

€ 3enq

G @ _ [/ I S P i I
= = L P QUe — =
27) Siz=2(cos 3 TLsn-% ) démontrer que = =2

@D Siz =43 +i trouver sous la forme algébrigue le nambre 70

AT
Tk

c

. at+thy+ida-b ; . 3 T
@ Siz= i“ i; : r( | 3 trouver le nombre z sous la forme la plus simple puis trouver 1zl ol
-0 =100+ 0)

icRetbeR
Y * - * - x = s un - ¥-l5 - .
'@.ﬂ Reflexion créafive : Si z; = cos 75 « i sin 75 el Z, = cos 15 1 i sin 15, trouver la forme
trigonomeétrique le nombre: z; - 7,

@ Silargument de z;= & | Targument de z,=2% et l'areument de z3= 2, rouver :

3 - i
a  l'arsument de (2% 2,7) b l'argument de (22, . 2,)
e T'argument de (j-zfz] d T'argument de (z3)°

3

@ Réflexion créative : Démontrer que cos 6 =%[cﬂi+c' Bi)etsing = 'Ti(cg'—-c"m)
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e

. A apprendre

+ Théoréme de Moivre
pOUT UNE pUissance
rationnelfe positive.

» Racines d'un nombre
complexe,

v Représenter les racines
d'uny nombre complexe
dans le plan d'Argand.

—1Expressions de base

¢ Phioréme de Moiveg
b Racine
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%_Héﬂéﬂhir ot discuter

a S5i z est un nombre complexe de module ¢ et de détermination
principale d'argument 0, trouver -
1) le module de 2
2) l'argument de 7

b Soit z est un nombre complexe, Si la détermination principale
de largument de 2% est 6, alors la déermination principale de
I'argument du nombre z est

E.f‘ﬂ A apprendre

Théoreme de Moivre pour une puissance entiére positive
Si m est un nombre entier positif
alors (cos @ + isin@)" = cosn@ tisinn@

6 Exeﬂple

1) Exprimer cos 36 en fonction des puissances de cos 8
> solution
“t(cos B (isinB) =cos30 isin3 6 (1) Théoréme de Moivre.

et aussi (cos B + isin 9)3 =c0s38 + 3cjcos2 (isin B).
+3es cos 0 (i sin U]z + (isin EJ)3
{(Formule du bindme).
:ms}fi +3icos2f sinf -3cos P sin28 -isinl @ (2)
De (1) et (2), en égalisant les parties réelles .
*5in?0 tecost@ = | L sin20 =1-cost 0
20830 = cos'0 -3 cos @ sin 20
= cos’ 8 -3cosB (1-cos? B)
=c0s’ @ -3 cosB + Icos® @
=4cos* 0 -3 cos O

ﬂ Essayez de résoudre

. . . v .
\1‘) Exprimer cos 3 8 en fonction des puissances de sin 8
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Theoréme de Moivre 2D

Théoréme de Moivre pour une puissance entiére positive
Onsait quecos@ - 1800 = cos (@ + 2ray+isin(@ + 2ez)ou r est un nombre entier.

8 2w

Si k est un nombre positif, alors (cos@ + i sin E)—'ﬂ: = ¢0s 9’# - 1 &in
Done l'expression (cos@ + isin HJt prend plusieurs valéurs suivant les valeurs de r. Le nombre de

ces différentes valeurs est égal & k. On obtient ces valeursen posantr=_,-2, - |, 0. 1, 2.

+ . -
Ces valeurs rendent l'argument '?# compris entre -7 el &

@ Exf:'l_ple

20 Trouver dans @ , lensemble solution de 'squation 7+ = 8(1 - V3 i)

» Solution
On met le nombre 1 - ¢3 i sous la forme trigonométrique. x = et y =~ /3
" Le nombre 1 - 3 1 est situé dans le quatriéme quadrant,

S ZA=8-8J71 S v:—Hﬁ
w"
r= J(B)F+(8/37 =16, tanf = =43
wE2O . yXO .'.Z4esl situé dans le quatrieme quadrant

H=Lun'1{-~f§]=-%
5
el

pour r=0 ona 7z =2cos( % ‘.-rlh.lu{?l)—.'!e

12

5 5 Sr
pour r=1 ona z;=2(cos {%H i sin [%})=2e 12"

:m

pour r=-1 ona z~_2{mﬁ(—]+|q|nrl—r,))_ x
- o Wy, o A

pour r=2 ona 154.-2“05{——} tisin (55 =2¢ 12

' g '_Ri S:‘?—!- —-ﬂl ) ] -
. L'ensemble solution ={2¢ 2", 2e72 ', 2712 ', 2c| 1

ﬂ Essayez de résoudre
@) Trouver dans € , I'ensemble solution de I'équation z* =2 + 24/3i

@ Exemple

3 Trouver les racines de I'équation z* = 1. puis représenter ces racines dans le plan d'Argand.

> Solution
22 =1
= cos0’ + i sin()’
- z=(cos0" - 1sin0")3
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= COS?!T (2rz) +i sin %;‘ (2rm)

Pourr=0o0na z; =cos 0°+isin0° = | Z 1
2
Pourr=1ona Za—Cﬂs—f—-fISln*z—f—
Pourr=-lona z_-;:-:o‘s% 151:1%
’ -1

Les racines partagent le cerele avant pour centre le point
dorigine et pour rayon l'unité en lrois parties €gales.

La mesure de l'angle au centre de chaque partie est 120° -

(les trois points sont les sommets d'un trizmgle équilatéral ).

ﬂ Essayez de résoudre
(3 , Trouver les racines de I'équation z'= 1 puis représenter ces racines dans le plan d'Argand.

Racines niemes
e

L'équation x" = a 0l a est un nombre complexe admel n racines sous la forme x ="

Nous pouvons calculer ces racines en trouvant la forme trigonométrique du nombre a puis

appliquer le théoréme de Moivre, Les racines se trouvent dans le plan d'Argand sur un cercle
i

ayant pour centre le point d'origine et pour rayon 'unité jaim . Les points représentant ces racines

sont les sommets d'un polygone régulier de nombre de sommets n.

Exemple :
@ e (Racines cinquiémes du nombre - 32)
E Représenter sur le plan d'Argand les racines cinqui¢mes du nombre - 32

O' Solution
Les racines cinguiemes du nombre —32 sont les solutions de
I"équation z° = - 32
En mettant le nombre —32 sous la forme trigonométrique :
20 =32 (cos 4+ i sing)

“y

L b
co2=322 (cosq + i sing)?

=2 (cos % (7 + 2rm) + 1 sin % (7 + 2rm)).
On calcule la premitre racine en posant r =0

S 2 =2 (cos L isin —_ 2 (cos 367 -1 sin36n)
S

La mesure de l'angle au contre entre deux racines conséeutives est 3? =72
=2 (cas (36" =727V +1s5in (36" +72°)) =2 (cos 108" -1 sin 108

23 =2 (cos (36" +72) +i sin (36" +2 « T2°)) =2 (cos 180" =i sin 180")
73=2 (cos (36" 1 3¥72°) 1 isin (36" 1 3% 72)) =2 (cos 252" | i sin 252°)

=2 (cos (- 108") +isin (- 108%))
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Théoréme de Moivre 22
z5 =2 (cos (306° + 4« 72%) - i sin (36" +4 = 72%)) =2 (cos 324° - i sin 324°)
=2 (cos -36% 1+ i sin - 36°)

ﬂ Essayez de résoudre
N G s \ oriiz
(-y Représenter sur le plan d'Argand les racines sixiemes du nombre |

@ Exeiple

f.f;:g‘_'.l Trouver les racines carrées du nombre 3 + 4
> Solution
Soit (3 + 4i}4*'_ =x +y i En élevant les deux membres au carré
co 3 edi=x oyt e 20y
wxloyi=3—=(1) et 2xy=4 —(2)
Lin élevant (1) et (2} au carré puis additionnant
coxt o2 xTylayta 2 W =916 coxt e 2yl o v =25
co (k2 -y2)2 =25 S x2yD=5(3)
Enadditionnant (et (2):2x2=8dotx=+2 pourx=2 en(l)onobtient y=|
oo Lapremiére racine est 2+1 et la deuxieéme racine est -2 —1

E Essayez de résoudre
{5/ Trouver sous la forme trigonométrique les racines carrées du nombre 1 _(1+1)

@ Emﬂple

f,f-:'.l Trouver dans @ , 'ensemble solution de 'équation (1 - i) x? - (3-1) x+4-21=0

> Solution
Nous pouvons mettre I'équation sous la forme :
x2.3=i A2 g
1-1 I =i
3-i . _@-DU+D _ 342041 _ 4420 _p
1-i (I=-i)(1+1) 1+ 1 2 -
A2 (4-20(01+0) _ 4-27+2 _ 6-2i =B 4k
ol (T-1(1 -1 -1 2 B

. L'équation sous la forme la plus simple est x2 - (2 +i)x+3 +i=0

En utilisant la formule générale de la résolution d'une équation du second degré

bk ¥bF dac _ 2+DEJZ P -HI ) - -yt ded-1-12-4
2a 2 2
@+DEVT  (24i)E3
2 =y >

-
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[ - e 2'*'1_3. . lp- H T i 1 .
La premitre racine = =5~ =1 +2i La deuxiéme remmr:_:._.z.'fT'-“_z I-i

4

. L'ensemble solutionest = {1 +2i, 1-i}

ﬂ Essayez de résoudre

O Trouver dans @, I'ensemble solution de I'équation x> + (1 - 1) x-6-3i=0

@ Exercises 2 -2 @

\Zk7
(1) Ln utilisant le théoreme de Moivre, démontrer les identités suivantes :
a cos48 =8 cos' O - 8cos?0 - | b | sin 56 = 16 sin’@ - 20sin’8 =+ 5 sind

@ Trouver dans @ , l'ensemble solution de chucune des équalions suivantes puis écrire les
racines sous la forme x + y i:

alz'=16 b z3:18=0 clz318i=0

(3 Trouver l'ensemble solution de I'équation z° + 243 =0 oz € G

(-1—\‘,.» Trouver l'ensemble solution de I'équation z* = 2 + 2473 i Ecrire la solution sous la forme
exponentielle.

G:: Trouver les racines cubiques de chacun des nombres suivants :
a 2-243i b o1-i c Bi dl 3+4i e 5-12i

@ Trouver les racines cubiques du nombre 8 puis représeriter ces racines sur le plan d'Argand.

Q’) Trouver les racines quatrigmes du nombre —| puis représenter ces racines sur le plan
d'Argand.

(\‘i '“ —=a+hi trouver la valeur de ( ¥ -b +a1f'1

(9) Mettre le nombre 2 ¢72 (1 + i) sous la forme trigonométrique puis trouver ses racines carrées

sous la forme exponentielle.

1
6_0} Siz=8- 6 i trouver 7 sous la forme algcbrique.

@ Réflexion créative ; Démontrer que cos +0 = % { cos 40 +4 cos20 +3)
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Travail Coopératif :

En utilisant le théoréme de Moivre, trouver l'ensemble solution de
I'équation z* =1

Trouver les racines précédentes sous la forme algébrique.

Trouver l'ensemble des trois racines. Que remarquez-vous ?

gﬂ‘_ A apprendre

Racines cubiques de l'unité
En utilisant le théoréme de Moivre on trouve gue I'ensemble solution de
I'équation z* = 1 est :

| - lTJ_'T]-i-Ei.
* 2 2 2 2

-

Le carré de |'une des deux racines complexes est égal a I'autre racine.
Par conséquent, nous pouvons écrire les racine cubiques de l'unité sur la

L4 V3, 11 g V3,
2

forme | . @ el oia =- > E=i;: @
2 2 2

Réflexion critique :
Lst-il possible de trouver les racines cubigues de I'unité en utilisant la
forme algébrique du nombre complexe ?

Propriétés des racines cubiques de l'unité :
Si 1. @et @ sont les racines cubiques de 'unité, alors
1- | -~ @*=0(la somme des racines = 0)

N+w=-0*, |l-w=-w, o +w>=-1)

2- @'=1
(e =)
@ " w* o,
, . . 20°
3« Les points représentant les  racines

cubiques de l'unité sont situés sur
un cercle ayant pour centre le point

Ny

- 1207

d'origine et de rayon 1. Ces points sont
les sommets d'un triangle équilatéral.

d- (@ -0M)=t/F 1. (@ -w)=*x V3 i

Algebre et géométrie dans l'espace —

Unité (2)

2-3

A apprendre

+ Racines cubigies de
Funitd,

v Proprigles des racines
cublguies de ('unité.

» Representer les racines
cubiques delunité géo-
métriquenent.

v Leconjugué de a+m et
de ai+a.

- Expressions de base -,
+ Racine
+ Racine carrée
+ Racine cublque
v Cercle de 'unifé
+ Conjuguss

: Matériel utilisé —

v Calculgtrice scientifique
v Logiciels de graphisme
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@ Exemple

(1)8il, wet w*, sont les racines cubiques de I'unité, trouver la valeur de :

a s+ 5w+ 5w b “_%_522_”3 + 5@ + 5@7%)
{» Solution
a | Liexpression=3( | @+ @? ) En prenant 5 ecomme facteur commun
=5x0=0
b 1lex pression=(1 - 2 —E-,—'} (3 + 5w + Sa?) pul L mz_% =@
= a (]

=(1-2a2-2a1(3 + 5@ + Sy =(1 -2(a* + @) (3 ~ 5(w + @)
=(1 -2CG1IN(3 + 3(-1))=(1 + 2)(3 - 5)=-6

ﬂ Essayez de résoudre
@ Si |, wet w”sont les racines cubiques de I'unité, trouver la valeur de :

al(2 5@+ 2@ bl (w —|)3[m3 | L,)’-‘
i) =

@ Eﬂeﬂple

"> Solution

L'expression:[ . _2-lo ]“:| sot-30? | 20770 r
S -3 29°-7 S -3 207

I
|

L

g

:[ (5w -3) o 2o’ .7_\]’=| wa |'=[ LT i'=9
5w -3 207

H Essayez de résoudre

2 i . 2 B
@Démnmr&rque[ﬂ+wb'm‘“ L ]er=ﬂl

w3+ h cw  wet bwlia
@ Exemple

= -y -3 . . S 5
(3 Démontrer que x =8l I'une des racines de l'équation x'%+ 53+ 1 =0
> Salution
O I NPy (20 PO O
- 2 Ty 0 277

v représenie une des racines cubiques de 'unité

Six=aw. alors @0 =@’ + 1 = + @* = 1=0
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Racines cubiques de |'unite 2«3

ﬂ Essayer de résoudre
(’i) Former une quation du second degré dont les racines sont (1 - @ - @?7, (1 - @ - @)

\m? Exercises 3 -2 ?;?

ke
Sil,w et w® sontles racines cubiques de 1'unité ;

Compléter ce qui suit :

De+50+2e=____ Q- ?)=_
I ¢ I o oV I IE i S o e
3w+ Pt - = @ sin==103 Lalorsa¥ - xé =

=
G)Sia =20 -3’ et b =3 Selalorsa’ « b =

5
® r o=

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposeées :
(9) Le conjugué du nombre @ est égal &

a w b c 1 d -w
7~ s 1 [
Iy (w=-—) (1 + ) e
@’
a,? b 0 6)-3 d -5

W far b < a0 @ < ba? - ah)=

a | bla-b ¢ (a - by d n - &

A\ 5, | |
12 (1 + 2t + Jil = 2w + j=_
g o o

a b | Bl-] d 2
AN a-dw 7
13 = T = i
& aw? - d

a 3 b +y3i ¢ -3 d 3

-ﬁ’@ Si(l + @)=a + ba ol a el bsonl deux nombres réels, alors (a, b) =

a (0;-1) bi(l: 1) c (0: 1) d (1;-1)
45 Si(l + @ = (1 + @ alors la plus petite valeur entiére positive de n est

a 2 b 3 c's d 6
ig, s+ o+ @f + o+ altd=

a b | & m d -p?
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Unité (2): Nombres complexes

@ Siz = @ alors [zl = ol x ¢st un nombre entier positil
& 1 b w L d | p?
4]
@ X tve'=___ .
r=]
an b 6 ¢l 1 d | +w

ﬁ@ Démontrer [es identités suivantes :

a (l -+ o -a* - aoMl -+ a0 -+ wh =24

Bl @ yp ¢l+20%p_-10 o

— -
I =2 wz. 3
3 S N 1, T
=@ |+ w9
d'lﬁ-3m2_2—7ﬂ1]2=_3 c(|+m3)3=m2

Saw -3 2% - 7
T -a* e+ (1 +0+a* =40

@@ Trouver la valeur de :

a5 3o 3 biglrw 20?0 (11 20 @
@t - (@t - 1)
T Qe Dt 2
| | 5 | . | .
d . e (1 + —+ il + + i)
I | =3¢ | + 3w | i [ ot
@‘B Six = l—l"f_u démontrer que x® + 6x7 + 15x% + 206% + 1557 + 6x =0 Trouver

ensuite les racines carrées du nombre x.

@Z‘ Si I l ) et : 1 — sont les racines d'une cquation du second degré. trouver cette Equation .
. = + w*

@ SiZ =2+ i) (@? i) rouver les différentes formes du nombre z puis trouver les racines
carrées du nombre z sous la forme trigonoméirique.

(@ Réflexion créative; Trouver la valeurde n telque 2+ 5@ ¢ 2™ = (2 - 2@ Sah)"
: . [ - 11
@5} Trouver ensuite : ' @ E(l 2 b E{h (1 +a - o)
= =
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Iixercices Eenermms

Exercices généraux

Completer ce qui suit:

a)siz = i+1 alorsizl = — —— -
-l -

2) La lorme trigonométrigque du nombre 7z représenté dans le pla
d'Argand ci-contre est

]
L
=

@ Siz=sin8 - icosfalors l'argaumentdezestégala 0 X

4) Le conjugué du nombre i 1+ a?est. . : ¥
G)l+20-20= .

(ﬁ) Si 7). 72, ... & 7 représentent les racines Sixieme de I'unité dans le plan d'Argand, alors
me{rpetdi )= ———— G- 1 £ r <6

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposeées :

@ Si la détermination principale du nombre z; est 8, et la détermination principale du nombre z,

est 05, alors la détermination principale du nombre zy z est:

'a H|'+H-2 |b|'915<32 9'5‘1-'32 d :r—'{81+92)'
@ Lequel des nombres suivants représente la forme algébrique du nombre 2 (cos _E’:Zi - jsin E.f_.):
B -AF +1 LIS R e -yT +iTi [@-vyT -v5

(:J) Sile point (3 ; - 1) représente le nombre complexe z dans le plan d'Argand, alors le module
et l'argument du nombre z sont .

ae L b, 2% @ wT; -2y @ @: 24

6 b
f = # P - g n lf'— . i " . Tﬂ
@ lLa partie réelle d'un nombre complexe ayant pour module ¢ 2 et pour argument — est

2 i O 3
@ Le conjugué du nombre | @ ést

(8)-v3 b .76 (8).4Z d Y6

a'l-@ b - el + af d | - @

@ Les racines cinguiemes de I'unité représentent duns le plan d'Argand les sommets d'un

'a triangle équilatéral b carré ¢ pentagone régulier d  hexagone régulier
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A
TR
(3.. Si aest un nombre réel, alors le conjugué du nombré ———M—est .

A~ oai-|
— 3 . i as b
a a- i b oa+i g _F-i_ 1.7 [
A -l - | a- - at - |

@ Siz = é "f; et siz = | alors la plus petite valeurde n est =

a9 b6 c'3 d]
@ Si lzl = lz-2lalors la partie réclle du nombre z est fptled = s e

a | (1) £)-2 "_i 2
@ e Bl f."ﬂi e ]

a gl b 2¢os0 € 2sing d e-2@

A7 Si Izl = Walorszz = . ;
a |0 b 100 el d - 100

(18 Metwre chacun des nombres suivants sous la forme x — y i

a fcnqi + 18in q’_-) (cnsﬂ = 1sin _83)

I 11 I I

b 3(cos X + isin—t) x ¥2 (cos—— - isinT)

_{_12 [2} V2o 2 3)

V7 (cos E 4 isindy

c % 2

L a .

3 (cos = I sin TJ

@ Soient z, et z; deux nombres complexes telsquez; = -9 + 343 i, [zl = V3 . largument

de 2z, = % . trouver chacun des nombres complexes suivants sous la forme € (cos@ + i sing)

ol -r< s x

Y TRl A
a'Zl b Zn c Zl Za I__d'_J
! 2 23

12@ Exprimer chacun des nombres suivants sous la forme exponentielle :
a z; =7 b oz =-5i c zqu{cés'ﬁﬁ"-+isin60“)

7 P ir
dlz,e . (@lze = Afcos—— + isin—)
=273 i ’ 6 6
@1) Si @ & |- 7. 7 | wouver le module et 'argument du nombre z = 1 cosf i sind
@3 Siv “_'im_i trotver 14
-3 +1)

, w Litiliser les nombres complexes pour démontrer les relations suivantes |

7

1
,f— €3
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Résumé de onité

< ‘ Résumeé de 'unité | >

# Nombre complexe Pourtoutx e R et yeR, le nombre de la forme z=x+y i est
appelé "nombre complexe” de partie réelle x et de partie imaginaire y oo i’ =-1

~# Conj Jugue d'un nombre complexe : est un nombre complexe, alors son conjugué est
lenombre z =x-yi.Ona: z+ z estunnombre réel et z z est également un nombre réel

d Prnpnetes du nomb_re conjugue B . .
Wiz m)=2+2z Dzz)=(z)z) 3)( 2Ly = 2L

z
~ Représentation géeométrique d'un nombre complexe : Un nombrc z=x | vi

est représenté par le point  dans le plan d'Argand.

# Module et argument d'un nombre complexe : Si le point (x ; ¥) représente le
nombre complexe 7 dans le plan d'Argand, alors 12 = 5’ x2 2. Plargument de 7 est

délerminé par les deux relations cos 0 = 1-} el sin@ = T

» Propriétés du module et de I'argument d'un nombre complexe

= = ¥
1) I = [zl 2}23 = Iz L
= | ‘d}
3) lzyzl = Iz llz5! 4) = & ¥
2 = e al i |
5) |z #al =gl = fzsl o] » X

6) L'argument d'un nombre complexe peut prendre une infinité de valeurs en ajoutant un
nombre entier de tours 2 7.

7) L'argument qui appartient & l'intervalle | -7, 7| est appelé la détermination pri ncipale
de l'argument du nombre complexe .

B) L'arcumentde z = L'areument de z
9) 1l'argument de (- 7) = - (L'argument de #)
10) L'argument de 1 = (L'argument de z)

z

~ Forme trigonomeétrique d'un nombre complexe : Cest z=1(cos 6 - isind)
oll 1 =1zl et 6 estappelé la détermination principale de 'argument de 7

# Multiplication et division de deux nombres complexes :
Sizp={ (cosB) + isinG) et 2z =& (cosdy + isinhylalors:
2|ty =€ by (cos (O] + B3) = isin(@) + 0y)]

z_'l.—_i_l(cos (G - B5) ~ 1sin{8; - B;)]

Zy
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# Forme exponentielle d'un nombre complexe (forme d'Euler) : Si 2z estun
nombre complexe de module ¢ et d'argument 8 . alors :
z=~¢e® ol @ est mesuréen radians.

# Développement d'Euler pour les fonctions sin x|cos x et e¥:

: A 5 Znit
: X X . K _
AL S s o f S s e BRI
li 3i S (2Zn+ 1)
2 A oLt ; x2n-2
COsX =1~ o = oo - — F DM S
2 4 i {2n- 1)
X X = t“ gl
T i Y SRR { e e
li 2i 3 (n-1n

» Théoréeme de Moivre : Si n est un nombre entier positif, alors :
1) (cos@ + isin®)" = cosn@ | isinnd

8-

L jein 9r2rE

1
2) Si k est un nombre positif, alors (cosf + isin6)% = cos

done l'expression (cos@ + isin 8)k aprend plusieurs valeurs suivant les valeurs de . Le

nombre de ces différentes valeurs est €gal & k, On obtient ces valeursen posantr= -2, |

0 1. 2. Cesvaleurs rendent l'argumen_:Mmmprisentr& (%1
» Racines cubiques de 'unité : SiZ®? = lalorsZ = |; —% + JTTI = -é- - *{TT'!
et ces racines sont notés | o ; @’
il e e Y3 b i3
Gl m__~2:L~T:;m-__-2 +TI
~ Propriétés des racines cubiques de I'unité :
() @& =1 2)l+ e wr=0 (3) w- w=t43i

~ Racines niemes de l'unité :siZ" = |

2k 27k 27k

b 1sin —— oukey,

n :
Les racines nieémes de l'unité sont représentées dans le plan d'Argand par les sommets d'un
polygone régulier de n sommels situés sur un cercle avant pour centre le point d'origine et

pour rayon Munité,

o aed .
alors (cos0” + 1sin(F)n = cos €l-x., 7|

Pour plus d'activités, visiter le site :  www.sec3mathematics.com.eg
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Epreuve cumulative

< Epreuve cumulative | >

@ Déterminer le quadrant dans lequel se situe l'angle 8 duns chacun des cas stivants
@ cosf < 0, sin@ < 0 blcos® > 0, sing > 0
€ ¢os@ < 0, sing <0

@ Trouver la somme et le produit des racines de 'équation x*-3x 1 =0

@ Trouver le module et l'argument de chacun des nombres complexes suivants :
Bz =43 4 Bz = -1 ¥ § €7y =4
)z = - elxg =3 - 4i

1+ 4i —i?

2-%-2- P

carrées du nombre z sous la forme trigonométrigue.

puis trouver les racines

@ Mettre sous la forme la plus simple le nombre z =

@ Si z est un nombre complexe, trouver I'ensemble solution de I'éguationz - 3 z =5+ 10i

@ Siz =4 + 443 i touver la forme exponentielle du nombre z . Trouver ensuile les racines
cubiques du nombre z puis les représenter dans le plan d'Argand .

E
NEE

du nombre z puis les représenter dans le plan d'Argand.

(7)) Trouver les différentes formes du nombre z = Trouver ensuite les racines carrées

@) Sizy = v (cos % - isin %} et zy = 2(sin30° - isin 30°)

trouver z; zy sous la forme exponenticlle puis trouver la forme trigonométrique du nombre
7z telque % = (#)79)7
—+ ] 2yl ;
@ Mettre le nombre z=—_ sous la forme trigonomélrique puis :
' -4/31 i %
1) démontrer que 2% est un nombre réel, 2) démontrer que — = %e S
Z

l+z
-z

f@ Siz = e % trouver le module et 'argument du nombre

—— etz) = trouver le nombre z, et ses racines carrées sous la forme
=4
trigonométrique.
@ Démontrer que :
Al - 2 sp(leo -2)=18
@ @

0B 35w 3w 3Ser+rle g

R

+ —
| - 20 - 400 | - 207 - 4 1
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Introduction de I'unité

Les matrices sont considérées comme un des outils les plus importants atilisés dans toutes les branches
mathématiques notamment en aletbie lindaire. Les matrices est un concept mathématigue qui a un réle
important dans la plupart des domaines de la connaissance,  Les matrices onl éié découvertes par les anciens
Chinois puis trilisées, réguliérement. par le savant Kelly (182 1- 1895) qui les a organisées en sy stémes sous
forme de colonnes etde lignes, Tes matrices sont otilisées actuellement par les spécialistes en deonomie. en
sacinlovie el en psvchologie en plus du rdle imporlant quelles jouent en mathémaliques £Lses applications
en phyvsiques, chimie et les autres sciences appliquées. Concernant les déterminants qui representent les
valeurs arithmétiques des matrices carrées. ils ont ¢¢ utilisSs par Ic savant Fapomais Sckikowa en 683,
dans la sésolution des dquations lindaires, puis ceile science a été développdée par des sclentifigues pout la
résolution des équations linéaires et dans dautres applications dans ditférentes disciplines.
Objectifs de I'unité

Aprés I'étude de I"anité, et aprés aveir réalisé les activités, il est attendu gue 'éléve soit capable de:

4 déduire les propriéiés des déterminanis

résoudre des problgmes vanés en utilisant les

Coalétermimer le mng d'une matmice de coeflicients et le
rane d'une matrice des cocffivients arsie

64

propriéles des délerminants
determiner 'inyerse d'ine matrice camrée d'onlre 3 e
utilisant b matniee des cottivients corresponidants
résoudre des dquations linéaires en utilisant inverge
d'ime matrice

Identilier los équations lindaimes homogenes ot non
homogénes

déduire Ta relation entre e rang d'une malrice de
coctticients et le mng d'une matrice des coefficients
Clargie-et la possibilités de résolution

raisiome secondaire — Livre de 'dlove
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ﬁxpressions de base

rin

i

e eramnaAt dc;h-yu'sﬂr diaaré

CARY
TR

(DTN A el degrd

FIA
v

FAS,

L

Matériel utilisé

Caleuidtrice soenige

Rang

Matrice ligne
Marrice cularime
Mogrice tarves
Metrics nuile
Mewricesegeies

ol
farig 2 unenatylz

Organigramme de l'unité

iy

FYE

i

mfﬁiswﬁémm!m :

Déterminants
Propriétés des
déte mll_nanls

Résoudre des problémes en
utilisant les déterminants

Mattice didrjle

Frqunrion hrarpgdne
Exgpstln non homagen s
Matnce agiotnte

Mutrice dlas confficienty

Equation (s

Legons de l'unité

Legon {3 = 1) Déterminants
Lecon [3- 2): Martricss

Lecon (3 = 30 Resolution d'un systeme d équitions
lindsires en urilisdor Pioverse d'une malive

[

Cofacteurs correspondants

|

Matrice adjointe

Inverse d'une matrice

I

Résolution

d'équations linéaires
en utilisant l'inverse
d'une matrice

1

Rang d'une matrice

1

Rang de la matrice des  Rang de la matrice
coefficients
1

élargie
1

Relation entre eux

1
Possibilités de résolution
des équations linéaires

1

Résolution des équations

linéaires
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Unité (3)

3-1

A apprendre

v Proprieiés des détermi-
narts,

b Resolution d'équations
variges en utifisant les
proprietés des détermi-
narts.

Expressions
de base
v Déterminant

b Déterminant du second
degré

v Déterminant du
troisigme degre

r Ligne

» Colonne

v Diagonale principate

v Forrme triangulaire

' Matériel utilisé
{ v Calculatrice selentifique

Vous avez déja étudié les matrices et les déterminants. Chaque matrice
carrée admet un déterminant. Undéterminant 2 x 2 estappelé déterminant
du second degré. Un déterminant 3 x 3 est appelé déterminant du
troisi¢me degre ele.

Vous savez également comment calculer la valeur d'un déterminant.

4 ¢
Par exemple: h d|_a.|il-hc

; : 34 -
La valeur du déterminant I 5 6 | =3«6-4(-5)=38
Vous avez ¢galement appris comment calculer la valeur du
a d x
déterminant |b e ¥
¢ =

En utilisant les cofacteurs correspondants. Si on note A la valeur du
déterminant, Ona A

ey
f z

by

b ¢
-d + xl . | En utilisant les éléments
¢ Z e f

alors A=a |

de la premiére ligne

* Réfléchir et discuter

s

-

1T 5ipn= l calors Ay=

w

2
3

3]

2 Sify= | RIS 25 = i

3
3 Quelle est larelation entre Ay et A5? sont-ils égaux ? Justificr votre
réponse.

4 Quelle est la relation entre les lignes de A, et les colonnes de A,?

E’E A apprendre

Propriétés de base des déterminants

Propriétés (1)

:l..a valeur d'un déterminant ne change pas quand on remplace les

I lignes par les colannes correspondantes
l
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Déterminants 3«1

iy #gyp Ay ayp b o
M= = Nous pouvons démontrer cette propriété en développant
bia bay bs az; by € P ; B iy
les deux détermimants,
¢z Gy tm d3; Dy 33

@ Emﬂpla

2 -3 - 2 1 -2
() Démontrerque | 1 0 4 =] 3 o s
-2 3 2 | 2
£» Solution
2 -3 |
B {:4| I|4| LU (R ey
B _2|5_2 3| 55115 5 ]=20-20043@+8)-5-0)=-I5
-2 5 2
2 I 2 ) -
_|n,||-3n 1-3:}|__ " _
5 o0 s =2y 2l a2 G |F200-200- (6 45)-2(-12,-0) =15
-1 2
2 -3 -1 2 [ -2
Done:l 1 ¢ 4 |53 0 3
2 5 2 -1 - 2
Fd essayez de resoudre
| 2 -3 | 3 [
f!) Démontrer que | 5. 4 1 |I=] 2 4 3
-1 3 2 3 | 2

Propriétés (2)

La valeur d'un déterminant ne change pas si on le dévelappe selon n'importe quelle ligne ou

colonne.

@ Exemple
= | 4 -1

. 0 4 3
(2 ) Trouver la valeur de en utilisant les éléments de la premicre colonne puis
- 5 -l 0

en utilisant les éléments de la premiére ligne.
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Unité (3): Déterminants et Matrices

"> Solution
u) En utilisunt bes éléments de In premiére colonne;
4 3 1 e il
i — 10 +3 4 3 =(0+3)+5(6+4)=353
b) En utilisant les éléments de la premiére ligne:
|4 3 03||04[__ i iy R
A =] s =) g o =] 8= =(0+3)-2(0-15)-(0-20) =3+30+20=53
ﬂ Essayer de résoudre
2 3 | _
@ Trouver la valeurde| 3 | 2 |en utilisant les éléments de la premitre ligne puis en
| 2 3

utilisant les éléments de la premire colonne

Propriétés (3)

La valeur d'un déterminant s'annule dans chacun-des cas suivants :

1) 8i tous les éiéments d'une ligne (respectivement une colonne) d'un déterminant sont nuls, la
valeur du déterminant s'annule = 0

Ay Ay
La valeur du déterminant| ¢ 0 0 [=0
3 w3 dn
Nous pouvons démontrer que la valeur du déterminant s'annule en le développant a 'aide des

éléments de la deuxiéme ligne. On obtient A =0

2) Siles€léments correspondants de deux lignes (respectivement deus colonnes) d'undélerminant
sont égaux. la valeur du déterminant s'annule. =0

i h I

i.e. =10
4 b ¢
X ¥ 4

Cela est did a I'égalité des éléments correspondants des deux premitres lignes, (Démontrer
ce résultat)

¢ Exemple

'31 Sans développer le déterminant, démontrer que 3 7 g [=0

> Solution 1 =5 3
Dans le déterminant, on trouve que Ly = L - la valeur du déterminant =0
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Déterminants 3«1

ﬂ Essayer de résoudre 3 13
@) Sans développer le déterminant, démontrer que| 2 5 2 |=0
S I

Propriétés (4)

Si on multiplie us les éléments d'une ligne ¢ Slerminant (respectivement d'une colonne
Si on multiplie wus les éléments d'une ligne d'un déterminant (respectivement d'ine colonng)
par un méme nombre réel. alors le déterminant obtenu est égal au déterminant initial multiplié
pair ce nombre.

@ Exemple 3

2 T
|4 Sans développer le déierminant, trouver la valeur de 4 6 2
» Solution 1015 3

Sans développer le déterminant, (rouver la valeur de L, el § comme lacteur commun
de Lz on obtient

3 2 & 3 2 =7
" . s =23 . 3 | =[0<0=0
10 13 ] 2 3 |

Le zérv est obtenu car les éléments correspondants de L et Ls sont égaux. (Essayer de démontrer
ce résultat d'une aulre maniére)

ﬂ Essayez de résoudre

a d m 2a 2d 2m
@ Si b e nl* [0 Trouver la valeur de b

e & 2 e A
Propriétés (3)

Stonintervertit les éléments de deux ligres J'un déterminant (respectivement deux colonnes)
le déterminant se change en son oppusé.

a h ¢ i b v
d e Il==] & y A
X \ z d ¢ f

En intervertissant la deuxieme ligne et la troisitme ligne ce qui s'écrit "intervertir L,
el Ls
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Unité (3): Déterminants et Matrices

@ Exemple

2 4 2 33 4
E Sans développer le déterminant, démontrerque: | 3 3 4 |+] 2 -1 2 |=0
(}Snlution 3 7 b 5 7 6
En intervertissant la premiére ligne et la deuxiéme ligne dans le premier déterminant
I T | 307 4
Sele oo 3 [Tl e a4 g [FRFESO
3 T 6 3 i 6
Propriétés (6)

Si dans un déterminant, une ligne (respectivement une colonne) peunt ére exprimée comme
somme de deux lignes (respectivement deux colonne), alors le déterminant est égal it la somme
de deux déterminants

Cp Mo dp Ay i A2 Ay m 2 €
Coy+n g A [T oAy am oAy |[Ffom e on
cyth ag; g d3) Az Ay h e op

Nous pouvons démontrer cette propriété en développant les déterminants

@ Eerpla . . - £ m -

[ 6; Sans développer le déterminant, démontrer que : | _y s |#] % v 7 |=0
f k r B k T

> Salution

Nous pouvons écrire un déterminant de valeur égale i la somme des valeurs des deux
déterminants du membre de gauche.
En remurquant que les deux déterminants du membre de gauche, onl les mémes

¢léments dans les colonnes C; et C5 et on additionnant:

i m n 0 m n
Membre de gauche =| iy s =l o v 2 |=0
r=r k r ok r

(Car les éléments de C dans le déterminant de T somme sont des zéros)

Réflexion créative: Lst-il possible d'utiliser d'autres méthodes pour trouver la valeur d'un
déterminant sans le développer 7 Citer I'une de ces méthodes.
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ﬂ Essayer de résoudre

() Trouver M =M, + M, + M; Si

2 3 4 2 3 4 - L

Mi=ls 2 3 Ma=| 4 3 » Ma=l w3

R S 0 4 0 1
Propriétés (7)

Si on ajoute aux éléments d'une ligne d'un déterminant (respectivement une colonne) le produit
des élements correspondants d'une autre ligne (respectivenient une autre colonne) par un

nombre réel, la valeur du déterminant reste inchangée.

dy h] C

1 iy *i\"'dg h| "khz 124 Pl kﬂg
ﬂg b:.'_ [ : = ﬂ;l h: C:
Ay by ey iy by €3

Nous avons ajouté aux eéléments de la premigre ligne les éléments correspondants de la deuxieme
ligne multipliés par m. Cette opération est notée | + L,. Nous pouvons démontrer cette
propriété en subdivisant les éléments de la premigre ligne du déterminant du membre de droite.
suivant la propriété précédente. en somme de deux déterminants dont I'un est le déterminant de
"autre membre et I'autre a pour valeur zéro.

@ Exeiple 2

b 12
( ? © Sans développer le déterminant, trouver la valeurde: [ 9 27 27
> Solution 20 44 32

En multipliant les ¢léments de la premiére colonne par =2 puis les ajoutant aux ¢léments
correspondants de la deuxigme colonne

M'est dire: -2C, + G, etamssi: -2C,+C
i B 12 3 8-2x3 12-2x3 3 2 6
v 21 27| = |9 2-2x9272x9( =9 3 9
200 4 52 20 44-2x20 52-2x20 20 412

Nous remarquons ici que les éléments de la troisieme colonne sont des multiples des éléments
de la deuxiéme colonne.
La valeur du déterminant =0

ﬂ Essayez de résoudre

2 3 =7
(6, Sans développer le déterminant, trouver la valeur de 3 F 4
3 | -
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Propriétés (8)

Dans un déterminant, la somme des produits des éléments d'une ligne (respectivement uine
colonne) par le cofacteur des éléments correspondants d'une autre ligne (respectivement une
autre colonne) est nulle.

iy diz #y3 |
Dans le déterminant dyy  flap  Day
i3] Ay dgy

Les éléments de la premitre ligne sont a); , a;5 , 43 et les cofacteurs correspondants aux
éléments de la deuxiéme ligne sont:

(P aMy o CDPI2XM,, IR XMy,

- - iy a a s iy 9
Le déterminant = -uy, 2 alll B iz ! Pla I3 ! .
A A Q1 A A 32
ay M ap
=-lay ap dp (50 (arily=ly

dy) ey i3z

2 - 7
Par exemple: SiA= ) i les éléments de L) sont 2, 4et7
l 3 6

Les cofacteurs correspondants aux éléments de la troisicme ligne sont :

4 7 ; Z7 24
33+ 1 133+ 2 1y +3
(-1 _2_|| T =i A 13 3__2|
d'oiiona 1(4+ 14) . -1 (2-21) ; L (-4 -12)
et donc on obtient 18 . 19 el -16

La somme des produits des éléments de L par les cofacteurs correspondants de Ly
=2x18+4x19+T==16=0.

Le déterminant sous la forme triangulaire
Sion écril le déterminant sous 'une des deux [ormes suivantes, une telle forme est dite trianguliire
supérieure respectivement

a3
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3-1

Dans ce cas. tous les éléments situés au dessus de la diagonale principale sont des zéros comme
le montre le premier cas ou tous les éléments situés au dessous de la diagonale principale sont
des zéros comme le montre le deuxiéme cas.

Propriétés (9)

La valeur d'un déterminant triangulaire est gale au produit des éléments de sa diagonale

principale.

6 Exemple

(_g_;' Sans développer le déterminant, démaontrer gue

> Solution

b2 |=(a-b)b-c)c-a)

En multipliant les éléments de la premiére ligne par -1 et en les ajoutant aux éléments

correspondants de chacune des deux lignes snivantes :

l i
0 b-a
1] c-4

h?- a2

1
= o

i

b-a

C=-a

az

(h-aj(h - a)

{c-a)c + a)

En prenant (b - 2) comme facteur commun de la deuxitme ligne et (¢ — a) de la troisiéme

ligne

=(b-a)c-a)[
0

En multipliant les ¢éléments de la deuxiéme ligne par —1 et ¢n les ajoutant aux éléments

correspondants de la troisieme ligne

ﬂ Essayez de résoudre

=(b-a)c-a) ]

=(b-ajic-a)ic-h)

=(a-b)(b-c){c-a)

@ Sans développer le déterminant, démontrer que

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace —Algebre

a-b-g¢
2

=i

Ja

2b

b-c-n

2 |=(a+b+c)y
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#"\
\#? Exercices 1 -1 \#?

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:

i b [« z X y
() si d e f|=12aos) o |=
X b Z c a b
a -|2 b -6 C a6 d |2
a b [ a b c
@Sl 4 . e = 15, alors . " . |=
X ¥ 7 d ¢ i
a -30 Bl-I§ Co d! 15
i a i
@ 23 h (1] -
[ C C
a0 b ac C be d | abe
ab a LN
C
@} ac C | =
b
: L
he b =
a g b | cl2 d 5
X-y y-2 7-Xx
@ y-2 7-x X-y =
Z-X X-y Y-z
a ( b x-y C y-z dlz-x
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{?) 1'ensemble solution de l'équation

[ a 4 |'__I:3_'| 3

il
/ ; ‘.
(8) Dans un triangle ABC on a F

-

Déterminants 3 =1
2% 3x
= 96 dans [E est
2 x
b - X 1)
€2 d 2
h c
7 8|~

sin A zsinB sinC

a 33 b 7b
| 0 3
@ Sin= " . 5 m=
I 4 2
'a n b [0n
1 -1 4
0 t o |7
- )
a -9 b 7
| X Xe
@ Démontrer que | v P
I z 22

C 8¢ d 0
3 0 9
4 5 {0 alors m =
3020 10
C 20n d 30n
C 49 d 0

= {(x-y)(y-2z)(z-X)

Trouver ensuite la valeur numérique du déterminant six -y =5 ,y-2=7

12 Lienavec la géométrie: Dans la figure ci-conre DE // BC

| 2 3
Démontrer que DE AD AE
B AB  AC
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6@ Dans la ligure ci-contre: : A

2 3 3

Démontrer que AR AC  AB+AC .

BD DC BC

Sindx  cosex ]

14) Démontrer qu . =
(> TeEque sinfy  cosly | ¢

sin‘z  cos'z it

En utilisant les propriétés des déterminants, résoudre les équations suivantes:

o | X | X - I X 0 &2
65"’ 2 3 4 |7 6 1Yy X | x |- b= x
X 3 X | =1 x=+1
P 2 % o X | 2
= 2 1 = -

Il 4 o7 W, g [FF!

X+ l X | 2 B
En utilisant les propriétés des déterminants, démontrer que:

| I | a-b-c¢ 2a 2a

e - i - i 8 P — X —_— g -5.

@ ., . |Fe-ae-ae-b 0 N R

a2 b 2 2¢ 2 ¢-a-b

he Cz hﬁ R & h NEE X X
| @ @ w2 [=abe l @ =4xyz

¢ & e b 4 y P

h2 az ﬂh 5} a s

z z Xty
I | I
Q$ Sans développer le déterminant, démontrer que |  y [=x7-y?
X X =y

Sans développer le déterminant, trouver la valeur de:

" 5 -1 10 I 2 3
@ 4 2 8 @: 2 -3 -1
-5 2 -0 -4 6 2
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En utilisant les propriétés des déterminants, démontrer que:

p (x +y)2  x2ey? xy 0 4 -m
G| ey 20 3 |7° Dy o |
(m=nF m?-n 3mn m n 0
- | mn Xy+2f
@@ | Xy mntzéd | o
| zE Ay+Tmn

Sans développer le déterminant, démontrer gue:

X a a ' * ¥
W), L |Fxr2x-ar & x 1@ xy [[=0
a a X y xy dep

D, o |exeps
y y l o
z 0 !
@ En utilisant les propriétés des déterminants
2 4 3 4 6 2
démaontrer que 5 P +f¥ g 6 0 =0
| 5 2 6 9 4

@ En utilisant les propriétés des déterminants, démontrer que :

a b c
" o =(a-b)a-cla+b+c)
b ¢ a

@ En utilisant les propriétés des déterminants:
he  ab  a I b !
Démontrer gue e B b7 (a+ b) A BB

b C 1 b c? C
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@ Sans développer le déterminant, démontrer que:

al+|
ab

ac

ab
b+ |

he

il
be

¢ |

=al+ b2+l |

@ Sans développer le déterminant, démontrer que :

I +a I I
1 - i :abc(%+%+%+l}
1 | | +¢
al-| al a _
ST S 5 b2 p |0 o aFbFc
- e ¢

démontrer que abe =1

6@ Sans développer le déterminant, démontrer que | 4 b ¢ |=

@ Sans développer le déterminant, démontrer que

| | |

be ac

o]
="

be a2 a2 |=]| be
bt ac W ah
¢? ¢? ab ab

a al
h b
¢coel
ab ac
“$e he
he ab
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Uniteé (3)
3-2

A apprendre

introduction
Vous avez déja étudié qu'une matrice est un groupe d'éléments d'un
tableau organisés en m lignes et n colonnes et encadrés par deux

v Lamatrice des co-
facteurs

v Inverse d'une mairice car-
réededimension 3 %3

» Résolution d'une équa-
tien lindajre en utilisant
linverse d'une matiice.

parenthéses sous laforme () Une matrice est nommée par 'une des

lettres de I'alphabel et sa dimension est nolée sous la forme m > n

2 .
& ) esl de dimension 2 « 2

La matrice A= (

3 2 3% v dquatians linéaires
De méme. lamatrice B=| p 4 - est de dimension 3+ 3 homogénes et non ha-
2 1 6 mogénes
v Rana dela matrice des
: : ( I 2 0 r ; , -
Tandis que la matrice M= 5 4 3 est de dimension 2> 3 dquations
’ ) v Rang de la matrice élar-
On utilise les matrices d'une maniére pratique dans les transformations  gie des coefficients
linéaires et dans la résolution d'un systéme des équations linénires. Llles » Relationentre la matrice
arecg " + . , des caefficlents ef In
sont utilisées également dans plusieurs domaines des sciences comme CROARU SIS
' Sl . i . matrice élargle des coef-
la mécanique, les différentes branches de la physique, les représentations g ions

graphiques faites par les ordinateurs et dans le domaine de la statistique

et la théorie des probabilités.

inverse d'une matrice
Vous avez déja Cludié comment calculer
I'inverse (8'1 existe) d'une matrice carrée de

0 Rappel

Expressions de

base
v Inverse d'une matrice

v Cofacteurs

; La matrice unitaire oracieuns
dimension 2 x 2 Vous savez que : Vestautio niattics » Matrice adjointe
Si A et B sonl deux matrices carrées de  ade dont les
dimension 2 = 2 el Si AB = BA = 1, nlors  ¢léments de 1a
chacune des matrices A et B est l'inverse de  diagonale principale

I'autre.
Il faut noter que certaines matrices
n'admettent pas d'inverses.

sont 1 et les auires
éléments sont nuls,

(3]

a bh . o |0 0
SiA= ( & ) alors l'inverse de la matrice |3=( 0 1 0 )
A est déterming lorsque le déterminant de A Yo oo

= A+ 0. Dans ce cas:

i Matériel utilisé -
+ Caleulotrice scientifique

d —h)

a=g (2P

79
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@ Exemple

1) Caleuler l'inverse (81 existe) de chacune des matrices suivantes :

13 4 24
a'AZ{JtS) B B:(IS')
> Solution a4
a  On calcule le déterminant de la matrice 2 = 3617 12-12=0
.+ La matrice n"admet pas d'inverse
3
b On caleule le déterminant de la matrice A= .I- '.': =6-4=2
. - - - 1 - —I I r :3 _'I')
- La matrice admet un inverse noté B-1 Si B-l= 7 V2

ﬂ Essayez de résoudre
. . ( a9 ;
(1/ Trouver la valeur de A pour que la matrice 4 4/ admette un inverse

Inverse d'une matrice 3 - 3

SiApx /40, (le déterminant de A est différent de z€ro), la matrice admet
un inverse noté A+l | Al est une matrice carrée telle que AAT =A1A =1
otr 1 est la matrice unitaire

@ Exezple .

= . -l 2
(2 ) La matrice Atelle que = ( -1 2 | ) admet-elle un inverse?
Justifier la réponse | 0 -l
"> Solution
On détermine la valeur du déterminant da la matrice carrée A comme
suil;
j-12 2| 11 412
SAT|-2 =3'|0-||"[‘”|1-||+2| |0
1 -1

=3(2-0)+(1-1)+2(0-2)=-6-1-4=-10
0 TAT#£0 . lamatrice admet un inverse

) essayez de résoudre

4 3 2
@ La matrice B= ( 0 2 i
| I

) admet-elle un inverse ?
0n -

[0) e 2

SiazE0,la
matrice A admet un
inverse qu'on peat
déterminer comme
suit

a) Permuter les deux
éléments silués sur la
diagonale principale
de a matrice A

hy Changer les
signes des deux
éléments situés sur
I'autre diagonale.
¢) Multiplier la
matrice phtenue par
l pour obtenir A -

Pour miormation @

* La matrice
singuliére est
une malrice non
inversible (A =0)
« La maltrice non
singuliére est une
matrice inversible

(A=£0)
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Matrices 3-2

Cofacteurs

a4 dp
SiA = ay  ap ayy | une matrice de dimension 3 x 3 ayant pour délerminant Ay,
alors: 31 a;p ay

Le cofacteur de I'élément A |, est la valeur du déerminant associé A cet élément, obtenu par
la suppression de la ligne et de la colonne ot se trouve '€lément, multipliée par (-1)*+Y Par
conséquent. la matrice des cofacteurs est:

[ A2z A3 o| P21 #23 4| P21 B2
i 432 a3 e N S B 432
A = #1p i3 o R T B ETTE T
-192-11 . {_”L.’. S Hias [_l)?aj -
Hyp da3 3| H33 31 3z
42 Ay3 " iy g iy ihg
(13| gy g | 32|y a5 | C1F¥ gy a2 ||

@ Exﬂple

I 2 3
.3 Trouver la matrice des cofacteurs de la matrice = ( ¥ 3 2 )

> Solution
On caleule les cofacteurs des ¢léments de la matrice A comme suit
12 212 23
Myg=EDME | 55 | =2, My={-1)1+2 | [2]=2 . Myp= (D43 | | =
23 i1 3 |2
Mip=G02 5 5[ =2, Myy=(-12 | 5 [=-1 . Myp=ch*|, ,|=0
; 23 I3 _ 112
M]3:{_|}3—-—| |3 2 :"5 ‘MEJ:(“!]':H'E 2 2 =4 v M33={"l)3+3 2 3 | =-|

Nous pouvons résumer la régle des signes reliant les délerminants associés et les colacteurs des

éléments d'une matrice carrée comme suit ; ;
( .y )
¥ H 2 2 |
Par conséquent, la matrice des cofacteurs est : A= 2 0

ﬂ Essayez de résoudre

A 2 1 =3
@) Trouver la matrice des cofacteurs de la matrice A telleque A = ( 0 4 5 )

3 6 7
Matrice adjointe
[ matrice adjointe d'une matrice A est la matrice des colacteurs transposée. Elle est notée ‘A
oen o L2 S
A=| 1 Oy
G €32 €33
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2 2 -3
Dans l'exemple précédent ‘z—i=( | -1 4 )
. T ) B [
@ Exemple
— o 2 0 3
4 Trouver la matrice adjointe de la matrice B telle que B = ( - ) B )
0 5 |
> Solution
On calcule la matrice des cofacteurs de la matrice B
) 2 -| 1 - A2
B= 51 Lo 03
03 23 21
R 01 R
03 23 20
2-1 -1 -1 -12
T 1 -5
:( ] 2 =10 )
6 -l 4
; 7 15 6
B = ( TR S )
-5 =110 =+
Réflexion critique Dans l'cxemple précédent. trouver la valeur de : B = B . 'B ~ B. Que

remarquez-vous 7

Calcul de l'inverse d'une matrice carrée de dimension 3 -3
Pour calculer 'inverse d'une matrice A de dimension 3=<3 en utilisant la matrice des colacteurs,

on suil les etapes suivantes:
# On trouve la valeur du déterminant de Aot &, # 0

# On ealcule la matrice des cofacteurs des éléments de la matrice A.

# Oncaleule A la matrice adjointe de A (la matrice des cofacteurs transposée).

# On calcule l'inverse de la matrice par la relation

A = L 5 1&.
E 4
@ xemple :
= 2 -1 3
(5 ! Trouver I'inverse de la matrice A telle que A = ( 4 3 B )
v 4 ()

> Solution

On trouve la valeur do déterminant de A en utilisant les ¢éiéments de la premiére ligne

(par exemple).

2 -1
A=l 4 3
| 4

A

=2{0-200+ L (0-5+3(16-3N=40-5+39=-06
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Matrices 3-2
On caleule 1a matrice des cofactenrs ¥ 5 _ 45 43
T o 40 10 I 4
des éléments de 1o matrice A 13 53 5 1
RER 10 114
13 23 241
35 “I4.5 43

) 205 13
A= ( 2 -3 -9 )
=14 2 10/
On calcule la transposée de la matrice des cofacteurs de A

_ (=20 12 -4
'A=( 5 3 2)

DL .y (024
il — —— 1A= L
alorsA = Ae LA 3 5 3 2
13 -9 10

13 9 [0

ﬂ Essayez de résoudre
@ Caleuler si c'est possible l'inverse de chacune des matrices suivantes

0 1 1y
A= ( 2 4 )
2 3 8

30 0
B=(7 2-2)

2 3 3

Quelques propriétés de l'inverse d'une matrice
Soient A et B deux matrices non singuligres, On a :

1 (ABYl=R1A!
2 (Alyl=A

3 A=Ayl
4 (AlR2=(A2)!

3-1
1 2

a) (AB)y!=R! Al

® sia={

> Solution
A.‘\ =3><2'(’l_)=7 s
A= L=
A —7(-] 3-:'

)mB:(

[9) a3

La matrice
singuliere :

Son déterminant = 0
La matrice non
singuliére
(I'inverse de 'inverse d'une matrice A = la  Son déterminant =0

matrice A)
(transposée de l'inverse = inverse de la transposée)
{le carre de l'inverse = |'inverse du carrg)

(I'inverse de la matrice unitaire = la matrice unitaire)

2 1 .- e
154 vérifier les propriciés sulvantes:

by(A-lyl=A

Ag=2x5-1(D=II

wt = (73]
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a) 1)) 2
f3-ry f2a1y (72 A _121_(??)
2 7
faw =77 SYTGEIREe, % P N
R B
j (112
(AB) ‘ﬁ(t)?) {1) =% 1.1
(‘il) l(f’l) 49 49 7
Biat =L (770 )2 (" 3 3 1
“.Iz Lk (Al}lz?(? _?z(lz):ﬁ\
= M2y - 1 2
= (07) @ 7 7
De (1) et (2) S(AB)=RBLAY (A=A
ﬂ Essayez de résoudre
@ Dans l'exemple précédent, vérifier les propriétés suivantes
a) (A= (A ! by (A 2 =A%)

g-‘;ﬁ Exercices (3 - 2) @

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées

@ Parmi les malrices suivantes, la matrice singuligre est ;

2020 (22 e

- X I - - - . - o
(2} Pour que la matrice (—-'E 5 ) soit singuliére, X doit étre gale a

) @ ()

3
3 -36

a)-2 b c

= 1
2 2

@ Toutes les matrices suivantes admettent un inverse sauf la matrics:

22 @Y @) @)

46 23

Q|

(4) Si A est une matrice non singulitre, alors (AB)! égale a:

a -AB b AlB] C BlAl d (BA)!
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Répondre aux questions suivantes

@ Trouver ld valeur de x qui rend chacune des maltrices suivantes, singuliére

o 3 2 N 3 < 3 x4 2
'E( )Q(Zx Ix x—_l) Q-(J 4 5 )
7 X2 4 2 4 7 x-| i

s - ) . .
\ﬁ> Trouver l'inverse de chacune des matrices suivantes

{45 140 o sin @ -cos @ sec O lur;?ﬂ
| | |
a (23) b(u;!) c( d(
cos @ sin L,uu@
{3 0 0" I 3D {10 0 I 2 3
'E:({jiﬂ) 'f'(uun] 9'(3|n) b 23|)
VO 0 3 0 0 | S50 1 31 2
3

) vérifier que (A By = B A-1

& sia= | _{;)etlh(?

=]

3

fl 23
@) Siz\:( a3 < ).vériﬁerq_ue (PAYL =AY
o -3/
3 4 DA
o) SiA:( 215 ),vérif’:erqua(.-‘—\.z]'l =(A-1)2
I =2/

10) Réflexion critique; Si A = (:’niJ Démontrer que A2-TA-81= |

Utiliser ensuite ce résultat pour trouver l'inverse de la matrice A
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3-3

A apprendre

v Systémes d'équations
lineaires,

v Utilisation dune calcula-
trice scientifique.

v Transfarmation de
(#quation matricielle en
daguation linéaire.

v Caleul du rang d'une
matrice,

v Possibilité de la résolu-
tian des dquations en
utilisant la matrice
elargie,

Expressions

de base
v Equation matricielle
v Rang d'une matrice
v Equation hamogéne
» Equation nen hamageéne
v Matrice élarqre
» Equations linéaires
v Mairice des cofacteurs

Matériel utilisé G

v Calculatrice scientifique

@ Réfléchir et discuter

Nous avons déja utilisé différentes méthodes pour résoudre le systéme
d'équations linéaires suivantes :
2x+dy=7 . Ix-y=5

Pouvez-vous représenter les équalions précédentes sous forme d'une
malrice puis trouver I'ensemble solution de ces équations ?

Une équation matriciclle représente unsystéme complet d'é&quations,

Systeme d'équations Equation matricielle
2x+3y =7 -
3x- ¥y =3 (ii)(\L]:(:)

LE

B Comparer le systéme d'équations dans sa forme algébrique au
systeme de 'équation matricielle puis délerminer ou se trouve la
matrice des coelficients, la matrice des variables et la matrice des

constants.
Matrice des Matrice des Matrice des
coefficients A variables X constants B
239 of X — o
(31) (*) (1)

-

Pour cela. nous pouvons écrire 'équation matricielle sous la forme AX = B

23‘).( X

B Pouvez-vous trouver le produit des deux matrices ( SR AN )‘?

M Comparer le nombre de colonnes de la premiére matrice au nombre
de lignes de la deuxieme matrice. Que remarquez-vous 7

: . 5 F
Le produit obtenu doit &tre égal a ( 5 )

Pouvez-vous uliliser l'inverse de la matrice éludié dans la legon
précédente pour résoudre I'équation matricielle 7
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Systemes d'équations linéaires

Nous pouvons résoudre un systéme de n équations linéaires contenant n variables et ayant une
solution unique en utilisant le produit des matrices pourn=2etn=3

Soil le systéme des équations suivant -

X +byy+e z =dy
ayx+hiy+esz =dy On obtient AX=B8
agx+byy+cyz =y
a; by oy ! dy
ane (38 2)x=(3)- n= (4
ay by oy 2 Uy f
A AEX) =ATxB En multipliant les deux membres par A-]
(A" A)xX =A1xB Associativité
=X =ATA car I est I'élément neutre
X =A'B

Remarguez ques la solution de I'équation matricielle AX = B est égale au produit de l'inverse
de la matrice des coetficients par la matrice des constants,

@ Exemple

L':l 1 En utilisant l'inverse de la matrice, résoudre le systeme des équations suivantes:
dx+y=0, x+22=15, y-7z=0

> Solution
On éerit 'éguation matriciellc AX =B Si

(410 3 0
.4.:(102).}(-:(?).8:(15)
0 1 =7 £ 0

On calcule ensuite l'inverse de la matrice des coefficients en utilisant la matrice des
calacteurs

10

Déterminantde A =Ax= | 2 | =4-2)-1(-7)=-1
D17

a2 I 2 10

| 71 "L =7 01

La matrice des cofacteurs A= _[ !V 01 (41

h<7 -7 ([

10 -'-I-D 41

6217112 1014
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) 2 F LK
-A-=(?-z_s 4)
| 2 -1

-8
I . g 2T 2
At =A—“A=7(?-zs _g) X =AB
g A i
I = -
= [ 2 7 2 [ 15
HEEEHIBINE
& I 4 - 0 -6l
m Xe=08 v =480 z=060 l'ensemble solution ={(-105 , 480 .60)}

FJ essayez de résoudre

.\ ai's = " * - - . -
G,. Ln utilisant I'inverse de la matrice, résoudre le systéme des équations suivantes:

2x -3y -2=9

X+2y+3z=15 ,

x-2z =12 en utilisant l'inverse de la matrice

Utilisation d'une calculatrice scientifique
Nous pouvens utiliser une calculatrice seientifique pour résoudre un sysiéme d'équations

linéaires a 3 inconnues comme suit:

#  Appuyer sur le houton MoDE, La liste suivante apparait:

ooy (1) (COMP) Calculs généraux
Mok (2 (CMPLX) Calculs des nombres complexes
MOBE [ 3 )¢ STAT) Calculs statistiques et régression

MonE 47 (BASE-N)

Calculs impliquant des systémes numériques
spécifiques (Binaire, octal, décimal. hexadécimal)

MODE/{ 5 | (EON Résolution d'équations
(EQN)
MOvE/ (6 | (MATRIX) Caleuls matriciels
- (iénérer une table numérique basée sur une ou
MobE [ 7] 1 q : .
400G (7 ) (TABLE) deux fonctions,
Wony (87 (VECTOR) Calculs vectoriels
MovE v (1) (INEQ Solution des inéquations
(INEQ) q
MovE %> 2] (VERIF) Vérifier des calculs

won) o (31 pIsT)

Calculs de distributions

¥ Sélectionner (L5 La liste suivante va apparaitre:
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Bouton a appuyer Type de calculs

L1 (agx + by =c¢,) Equations linéaires simultanées & deux inconnues

(= I'{an:( +b,y+e,z=d,) Equations lindaires simultanées a trois inconnues

(3@’ +bx+c=0) Lquation du second degré

(4 )tax® + ba2 4 cx +d =0) |Equation du troisieme degré

#  Sélectionner .2 | Soient les équations suivantes a résoudre:
x-y+z=2 , x+y-z=0 , x+v+z=4

X-y+z=2,y-2=0,x+¥%+z=4

CS)EON) 28, X +b,Y +¢,Z=d,)
1@ 1E E126E) i
1212@1&S | g "y 4 ¢
@ @@ @@ |§ |

@ ==

S 2 (Z=)=13

Systéme des équations homogénes et non homogénes
On dit qu'un systéme d'inéquations est homogene si tous les éléments de la matrices des constants
sont des zéros

0
Done B = ( ﬂ) , Sil'un des éléments de la matrices des constants n'est pas nul, alors le sysiéme

0
des inéquations est non homogéne
Expression orale: Lequel des sysiémes des inéquations suivantes est homogéne et lequel est
non homogene
1 3x-2y-52=0 ., 5x-3y-2z=4 , x-22=0
2 2x-3y=5z , 3x+z=4y . x+z=0
Rang d'une matrice
Le rang d'une matrice non nulle est le plus grand degré d'un déterminant ou d'un
déterminant inférieur de la matrice de valeur non nulle. Si une matrice A est non nulle,

de dimension m x n ot m 2 n alors le rang de la matrice (A) noté ra(A) est telle que
I <rg(A) <.
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@ Exemple

ot ) ) 324 I 4 5
"2} Trouver le rang de chacune des deux matrices suivantes A =( ) 36 ] ct B= ( 312 15.)

©» Solution

: (3 -1 4 - ; A 7
a) La matrice A = ( 25 1 ) est une matrice de dimension 2 = 3,Donc le plus grand degré

du déterminant qu'on peur former est 2 On calcule

J-2 .
|21 =9+4=5+0 - reA) =2
4 3 ; 3 . . .
b) La matrice B= ( 31215 ]esl une matrice de dimension 2 = 3, Done le plus grand degré

du déterminant qu'on peut former est 2

45
215

=0, 1 2] =
|%|2 ’ 'Olji =0

=~ Tous le déterminants sont nuls =0
" relA)y<2 Sorg (A)Y=1

ﬂ Essayez de résoudre

(2) Trouver le rang de chacune des deux matrices suivantes :
2 T =3y 153 9
A:(s-sz) ’ B:(lzﬁ]

@ Exemple

2 0D 3 3oL o4
'3 ! Trouver le rang de chacune des deux matrices suivantes: A = ( 1 5 -l ).B:( 2 3 5 )
2 2

3 4 -1 L
> Solution
203 _
‘ﬁ;\: 1 5.1 S25EW . I‘g(?\]=3
234
14
-&E: 235 =0 {L:.:Ll'l"l_.l)_‘l Tt g (B}<3
-12 1
On calcule un déterminant de rang 2
as
2 =3-10=-7£10 Sorg (B)=2

E Essayez de résoudre

5 0 2, % 3
(:i:‘, Trouver le rang de chacune des deux matrices suivantesh:( 3 0 ) etB= ( 7 4 =2 )
1 = 3 6 9 |5
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Remarquez que

1- Silestla matrice unitaire de dimension m x m , alors le rang de 1 estégal Amcar lll= | # 0
2- e rang d'une matrice nulle est égal 40
3~ Pour une matrice A on a rg(A) = rg (*A)

4- Si on ajoute (ou on enléve) une ligne (ou une colonne) nulle d'une matrice A, son rang
reste inchangé

3~ Sionajoute (ou on cnléve) unc ligne (ou une colonne) qui est unc somme d'autres lignes (ou
d'autres colonnes) d'une matrice A, son rang reste inchangé.

Réflexion créative
213

1- Sila matrice A = ( k01 ) et si rg (A) =2, Trouver la valeur de K
2.4.-]
-1 3 1

2- Sila matricc A = 0k 2 ) et si re (A) = 3. trouver la valeur de k réelle
314

Matrice élargie
Si on dispose m équations linéaires i n inconnues, ont peut les écrire sous la forme AX =B
On définit la matrice élargie A¥ 1elle que A* = (AIB) el ¢'est une matrice de dimension m =n- 1)

@ Exemple

\5' Trouver la matrice pour chacun des systémes suivants ;
Bl3x-5y=2 , x+T7y=9 , K -y=3

b x+y+2=9 ., 2x -3y +22=3 , Ix+2y-32=23

35§ 20 _ , fLrnge
279 8lB'=| 322323
4113 V323i-3

> Solution

a ] AI"=

fad

I

E) essayez de résoudre

@ Trouver la matrice pour chacun des systémes suivants:
a/2x+3y=7 . Ix-y=5 N

bl3x4+2y-z=4 |, x+y+z=3 , x-z={)
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@ Exemple

_§ Trouver le rang de la matrice élargic du systéme 2x-y =3 . 6x-3y=9

> Solution
( 2-113 : g :
At=\ 6.1 . g/ estune matrice de dimension 2 = 3

.~ donc le plus grand rang d'un délerminant qu'on peut obtenir est 2

2 | 419
|ﬁ—3 =6+6=0., |40

*.* Tous les déterminants sont nuls =0

23

I:--9+‘)-:0 8t & t;'|:18-18:0

o rg(A%) <2 g (A") = |
E Essayez de résoudre
@ Trouver le rang de la matrice élargie de chacun des systemes:
a 3x+2y=4, 2x+3y=- b 3x-5y=2, O9x+15y=10
Possibilité de résoudre un systéme d'équations linéaires

a) Equations non homogenes
L'équation a;x| + asxa + . +a, x, = C est appelée équation non homogeéne. Le systeme

C # 0 est appelée systeme non homogéne ot C #[]

1= Un systeme formé de n équations non homogenes a n inconnues admel une solution unigue si
g (A)=1g(A") =n

Le systeme d'équations admet une infinité de solutions si
rg(Al=rg(A )=kSik<n

l|'-J

3 SirglA)# rg[A*lj. le systeme d"équations n'admet pas de solutions

Equations linéaires a trois inconnues
Soient le systéeme d'éguations suivant

ay x+byy+ec z=k WX +hyv+erz=k,
ax+tbhyytr=k; Ona AX=M
ol
A_' ap by X = 3 M= ky g Ao B by ¢ kK
"azhz‘—'z)' Y ’ =k L-‘-—ulb';'ulkz)
4 by G . ka a3 by 3 k3
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Le tableau suivant résume la possibilité de solutions du systéme d'équations préeédent.
Si k; = ks =ky =0 (les équations sont homogénes) n'agit pas sur les rangs de la matrice largieA*,

RglA") | Possibilité de solutions

3 Il y a dne solution unique

Z Il n'y & pas de solutions
| 11 n'y a pas de solutions
2 11y & une infinité de solutivns

| I 'y @ pas de solulions

_ 1 1l 'y a une infinité de solutions

b) Equations homogeénes

L'équation: a; Xy + a2 X, + .. +a, X, = 0 estappelée équation homogéne. Le systéme d'équations
linéaires homogénes s'éeril sous la forme AX =[] Dans un systéme d'équations homogénes.
le rang de la matrice des coefficients A est le méme que le rang de la matrice élargic dotiona:

1- Si le nombre dinconnues rg (A) = rg{A")le systeme admet une solution unique
K| = XF =X 0= Ky =0
appelée la solution nulle. (résultat évident)

[ ]
I

Si le rang de la matrice des coefficients est inférieur au nombre d'inconnues, c'est a dire si
rg(A) < n (od n est le nombre d'inconnues) et Ay =0, alors le systeme d'équations admet
une infinité de solutions en plus de la solution nulle.

@ Exemple

6 Montrer que le syst&me d'équations 3x - 2y +37= 0, x+y=0, v - z =0 admel uniquement
une solution nulle,

Solution
O Solution 4 53
A =111 0] estunemalrice carrée de dimension 3 x 3
L N
3-23 » .
s =1 10 En utilisant les éléments de la premigre colonne
01-l

S AR=301 0012 3)+0(0 5)
Ap=3+1=-2%10 12 (A ) =3 = number of variables
. Le systeme admel une solution unique qui est la solution nulle. C'est la solution

x =0, y=0,2=0L'ensemble solution est = {(0;0:0))
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) essayez de résoudre
(ﬁ} Maontrer que le systeme d'équations 2x 4+ y - 2=0 |, x-2=0 et 2y + 2z = 0 admel
uniquement une solution nulle

@ Exemple

'___3“1 Montrer que le systeme d'équations 3x + y +dz =0, 2x + 3y +52=0, -x+2y+z=0admel
une infinité de solutions puis trouver la forme de ces solutions

> Solution

(3 14
A :(1 3 5)!:5[ une matrice de dimension 3 =3
= 2 8
314

235
-12 1

o g = =0,81C;=C, +C5 Sorg(A)=2

*rg (A ) =2 < 3 le nombre d'inconnues
.. Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (L, L.-L).

Avecl'aide de votre professeur. chercher une méthode pour trouver la solution générale précédente

ﬂ Essayez de résoudre

(7) Montrer que le systéme d'équations: 2x+ 3y+52=0. 7x +4y-2z=0 , 6x+9y + 152=0
admet une infinité de solutions puis trouver la forme des ces solutions
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\#? Exercices (3 - 3) \##%‘

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :
(1) Parmi les systémes d'équations linéaires suivants, le systéme d'équation homogénes est
'il_.2:¢+y=3.x+2y=?.j1 x-y=0.x+2y=12

(G 3x+y:,],2x+y::0|t.i._ X-2y=0.3x+y=0

@}51(?3]) (> ) = 1) *alors(; _]cstéga]h:

}.

@(2) () ©(?) a(?)

@SiA:( va 4],:1}0'1'513{11}:

4816

a0 b | cl2 d 3
@ L& rang de la matrice unitaire 1; est

a3 b 2 c 1 d o
{5} Le rang de la matrice [_] de dimension 3 >3 est

a b | &) 2 d 3
S 123y _
@)SlA: Ko | |ctsirg(A)=2, alorsk=

'3 2 -] B
) b cl2 d'6

7) Si m est le nombre d'équations linéaires et n est le nombre dinconnues, alors la matrice
Elargie est de dimension

a m=n b mxn+1) Clim+1)xn d (m+1)n+1)
@ Le rang de la matrice élargie du systéme -3y =3 , 6x -9y = [5est
a 0 b | cl2 d 3
@' Le nombre de solutions du systeme : 2x+5y =0, 3x-z=0., 2y-3z=0¢st
2 g solution nulle uniquement. b 0.
€ une infinité de solutions n'incluant pas la solution nulle

d une infinité de solutions incluant la solution nulle
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223y f*
@ Le systeme ( 1.<2 _3) ( ¥ ) =[Jadmet:
1230 NE
la solution évidente uniguement
une infinité de solutions incluant la solution nulle.
une infinité de solutions n'incluant pas la solution nulle

ol o o

aucune solution
Répondre aux questions suivantes :
@ Résoudre chacune des équations matricielles suivantes:

S0 () (4 @EN ()@ (1He)

¥

oG @ GE)-C) =BG

32-] 1 oz

]
——

-
T

i
0
@ Pour chacun des systemes suivants, écrire la matrice élargie puis résoudre le systéme en
utilisant I'inverse de la matrice (si c'est possible) :
2xX+y+2=0 | 3x+2y+3z=12, 4x+y+2z=-]
b x+3y+2z=0 , x+z=-I , X+2y=3
C2x+y+3z=0 , x+y=-I , y+2z=3

d 4x+3y-52=6 , 3Ix+2y+4z=12, x-y+z=2

3 Montrer que chacun des systémes suivants admet uniquement la solution nulle :
a 2x+T7y+32z=0, 3x+y-22=0, 4x-3y-z=0
b'x-2y+2z=0 , 3x+4z=0 . 6z-y=0
C x4+2y-z=0 , 2x+3y-z=0, 3Ix-4y+2z=0
4 Montrer que chacun des systémes suivants admet une infinité de solutions puis écrire
la forme de la solution.
a x+2y+3z=0, 2x+3v+5z=0 |, Ix-y+2z=0
b/ 2x_y+3z=0 , dx-2y+6z=0, x+2z=0

C 3x-5y-22=0 , 2x+y+3z=0 , -x+3v+2z=0
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# Déterminant: Un déterminant de rang n est constitué de n lignes et n colonnes. 11 est
formé en supprimant (n — 1) variables de n équations linéaires,

# Propriétés des déterminants
» La valeur d'un déterminant ne change pas quand on remplace les lignes par les colonnes
correspondantes.

# Lavaleur d'un déterminant ne change pas si on le développe selon n'importe quelle ligne
ou colonne.

# Si on multiplie tous les éléments d'une ligne d'un déterminant (respectivement d'une
colonne) par un méme nombre réel, alors le déterminant obtenu est égal au déterminant
initial multipli¢ par ce nombre.

# La valeur d'un déterminant s'annule dans chacun des cas suivants :

v Sitous les éléments d'une ligne (respectivement une colonne) d'un déterminant
sont nuls, la valeur du déterminant s'annule

¢ Siles éléments correspondants de deux lignes (respectivement deux colonnes)
d'un dérerminant sont ézaux, la valeur du déterminant s'annule.

7 Sioon intervertil les éléments de deux lignes d'un déterminant (respectivement deux
colonnes) le déterminant se change en son oppaosé.

# Si dans un déterminant, une ligne (respectivement une colonne) peut étre exprimée
comme somme de deux lignes (respectivement deux colonnes), alors le déterminant est
égal & la somme de deux déterminants.

# Sionajoute aus éléments d'une ligne d'un délerminant (respectivement une colonne) le
produit des éléments correspondants d'une autre ligne (respectivement une autre colonne)
par un nombre réel, la valeur du déterminant reste inchangée.

» Lavaleurd'un déterminant triangulaire est égale au produit des €léments de sa diagonale
principale.

# Pour trouver l'inverse d'une matrice carrée de dimension 3 x 3 en utilisant la
malrice des colacteurs, on suil les élapes suivantes:
» On trouve la valeur du déterminant de A oil Ay # 0
> On caleule la matrice des cofacteurs des éléments de la matrice A .
» Oncaleule 'A la matrice adjointe de A (la matrice des cofacteurs transposée).

» On caleule l'inverse de la matrice par la relation : Al = L x IA
Ay
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~ Résolution d'un systéeme d'équations linéaires
En considérant que :
A est la matrice des coefficients
B est la matrice des constants
» L'équation matricielle s'écrit sous la forme AX: B

» Lasolution de cette équationest: X= A=« B

~ Rang d'une matrice
Le rang d'une matrice non nulle est le plus grand degré d'un déterminant ou d'un déterminant
inférieur de la matrice de vileur est non nulle. Si une matrice A est non nulle, de dimension
m = n ot , alors le rang de la mairice A noté rg (A) ol | Srg(A)< (net m).

~ Matrice élargie Sion dispose de m équations linéaires & n inconnues, on peut les écrire
sous la forme AX = B. On définit la matrice élargie A” telle que :
A" =(A | B)et c'est une matrice de dimension m = (n+ 1).

~ Equations non homogeénes
Le systeme d'équations mis sous la forme d'une équation matricielle AX = B est appelé
systéme non homogéne ol B # []
Un systéeme formé de n équations non homogeénes a n inconnues admet une solution unique
st rg(A)=ra(A¥)=n, Ay #0
> Le systgme d'équations admet une infinité de solutions si rg(A) =g (A") =ksik<n

» Sirg(A) #rg(A") le systéme d"equations n'admet pas de solutions

» Equations homogénes
Le systeme d'équations mis sous la forme d'une équation matricielle AX =estuppelé systéme
homogene. Si:
» sirg(A)= rz (A")=n (nombre d'inconnues), le syst2me admet une solution unique appelée
la solution nulle. (Elle est appelée également la solution évidente)

» rg(A) <n (ol n est le nombre d'inconnues ) , A= 0. alors le systéme d'équations admet
une infinité de selutions en plus de la solution nulle (la solution évidente)
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Exercices géneraux

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
24 25 2

30 3 32
a0 b 12 c 24 d 56
5 0
(@) L'ensemble solutionde | ol s T
X 7 5
a {2} b {5} CI Ty d {10}
a+rbh cnb arc¢
@ ¢ a ho| T
I I
a b 0 '§'|a+b"+:c d abe
A
@ Dans la ligure ci-contre: DE I BC
5 6 7 D E
DE AD AE |~ “rrrTr
BC  AB  AC B c c
La)7 b 6 €5 d 0
5) Lavaleur de x pour que la matrice ( x;l .‘i | ) soit singuliére est :
fa)-3 (b3 (€1%3 d 9
@ Toutes les matrices suivantes n'admettent pas d'inverse sauf la matrice :
T ER: 26 (4R v f4-2]
a (_24') b (] 3) .9|(2._4) d (:mj)
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@ Si la matrice = (,‘2 16 ) alors rg(A) =
V369
a0 b cl2 43

[ Il ] Répondre aux questions suivantes:

Sans développer les déterminants, démontrer que:

1 b C _
b 11k bhe |[=I
C he |+¢?
| bc ca-+ab
@ | ca ab-bhe [=0
i ab be - ca
x+y -2 X ¥ .
@ 1 +y+1 y =2(x 3+ Y
1 X x+2y+ |
-\ I 1 X _
@z‘ S2x + 2x2 ) e 2x2 23 =] +5 x + 33
3282 ax2 1+ 3%3
Xt  X=O .
@ . X ¢ |=x+2%)(x-cp
) HES A-C
1 B | t;u:
@| 1 b ca [s@-Db-0-a)
| ¢ ah
= _ - . x- 1 | |
@ Si (x = 1) est un facteur du déterminant | | x-1 | trouverla valeur de k
-1 I x =k
%0 3 |
@ Trouver la valeurde k pourque x soit un facteur du déterminant k 2 3
2

. Trouver la valeur de k
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[ 11 ] Etudier la possibilité de résoudre chacun des systémes suivants et
trouver la solution si elle existe

@ﬁ+2y+m=3
@D x+y+z=1

48 x+2y-32=0

S N
(2 3 2 ¥
Loetood Ve

)

(2 4 6\

.4

@1)(-1 2 3)
V3 6 9/

Al Kwmia Press

Ax—-y—-z2=6 el x+y+3z=10
2x—y+3z=-5 et Bx+2v+4+3z=0
2-Xx=2y=0 et 2x4+4y-6z=0

o) @(ia i) ()
[5)-(o)

és, visiter le site  www.sec3mathematics.com.eg
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Epreuve cumulative

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

a b o 52 b
@ Si 3 C IL: =2, alors 52‘ C (lf =
X ¥y 2 Bx Ty T
a 700 b 10 cl3s di70
@s_m:.(;zj .B=(f’?j et SiA M =B, alors M=
— {81 = (-1 4 — (7 4 Y {9 6"
a (32._) b._(3 —|) CI[ ﬁ._--] |d|£_3 _']_J
@ La matrice ( _i ; ) est singuliere sia =
VB -4 b 4 e +4 d 14
@blﬁl=(f;)et5m(:)=(;) calors y =
a's b6 cl7 dig
g+ by 5 (o
@ bre 3 a4 |[Fe=
awe 3 b
a5 b 4 c3 dlo

@ Si les équations x +2y +32=5,2x-3y+kz=13 3x+ky+2z=3 admettent une solution
unique, alors k €

al® BIR =41} CIm-{13) 4] R={-1, 13}
- EEE
DELE (_3;31 -alors rg( A )=
69 -3
a0 b c2 di3
il
(@) sia= (-r 02 ) Lalors rg('A) =
_ 221} ﬂ =
alo b | C 2 dl3
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Répondre aux questions suivantes:

P 3x x _
(9, Suns développer le délerminant, démontrer que : I koow | =0
. (21314 a+bh oael bl
@ Caleuler le rang de la matrice A = ( 14 45)
i § 5
- L1
J1, Sans développer le déterminant, démontrer que: | |y 1 |=»
L Iuy 1

@ En utilisant l'inverse des matrices, résoudre le systeéme des équations suivantes :
2X+2y-z2=3.3X+ty=3.x+y+2e=9

43 En utilisant les propriétés des déterminants, démontrer que:

atx X X
=abct+ x(ab+betac)

X bt x X
X X B T

@ Fludier la possibilité de résoudre le sysiéme des équations suivantes |

X-y+z=2,2x+3y-z=5,3x -5y +2z=-1

N X v z+2
J5 Si x v-2 oz |=-4touverlavaleurdex +y+z
X+ ¥ 7

@ Parmi les matrices suivantes, montrer celles qui sont singulitres ct celles qui sont non

singulitres:
- 31 . (B 16
| = ‘b =l :
a A .(_2 5’-) bIB (_2 4)
. fuEa S T T
CM=1{g D D= 234,
‘204 336

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace —Algébre _



Geometrle et mesure dans deux
et dans trois dlrnensu)ns

Introduction de 'unité

L géométie est la science de |'érnde des différentes figures et leurs propréiés. Blle émdie également les relations
enlie les ligures, les angles et les distances. Elle-est subdivisée en deux branches ©

Liy géométrie plane gui uudie les ffgures géométrigues ayanl deuy dimensions, et la géométrie dans 1'espace qui traite
s solides ayant trois dimensions (longueur, ksrgear, hautcur), Ellg trite des formes parslélépipédigquss, oy lindrigucs,
coniques el sphéngues. Les Grees éient Tes premiers 3 otiliser la gSométrie, Thulds o démoniré ceniing théorbmes
el Eudlide a rmssemblé 1outes Jes propridics géométrigues, el les a classifiés duns un Bvre itiulé «Les Elémentss,
Ensuite, In gloméuric a évoluée en péonmétic dans Iespace, tngonométric, géomctric de Minkowski (it quitic
dimensions), géométric non cuclidienne ¢t d’autres. Dans celie wnild, nous allons Gudier P utilisation des veeteurs
dane Uétnde des drantes, des pluns et la relations entee e dins tois dimensions.

Objectifs de Punité

Apres I'étude de 'unité, et aprés aveir réalisé les activités, il est attendu gue 1'éléve soit capahle de :

= Identifier un repere & trois dimensions et décomposer
un veeteur dans l'espace.
E Caleuler la distance entre deus poutts dans Pespace

el les coomdonnées du milicd d'un segmenl dans

Pespice.

E Tropyer Uéguation cartésicune dune sphie en
fonction des coordonnees de son centre et dlun point
de sasurface:

1 Identifien les vectenrs dans/'espace A travers
P Lareprésentation du veoteur par un triplet.

il .
b les veereurs: vnitares de base | = (1. 0
— . o -
j = ket g = {ﬂ. i1
-umlnm-e_.dpbm, i s j el ;;
¥ Eaprimer un segment ofenté duns l'espace on
fonction des coardonnées de ses extrémités.

104

7

o ddentifier le produit sealoire et prodidt vectonel de

deun vectenrs dans e pan €t dans I'espace.
[dentifier les propriciés du produit scalaire et du
preeluit veetoriel de deus vectsurs dans le plan el

“dans lespace.
- Identifier langle entre deus vecteurs dans l'espace.

Identifier la perpendiculanité de deux vecteurs dans
I'espace.

Iéerminer les nngles direetenrs er les cosinns d'un
vecteur dans ['espace

Utiliser le produit sealnire pour trouver kit composante

“alaéhrique ot aricntée d'on vecteur dans k' direetion
<'un autre.

Utiliser le produit scalaire pour trouver le travail
lotirni,

Iduntifer la sisnification ‘géométrique de la nonme
du produit yeeteriel.
Idenufier le produit miste et sa sigmification

MEOIICLE (.
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iifxpressinns de base

S < Pk T Brduit e

T Amais dimensions T Scafotre T Vesteur de periten

T prsiestion T Prodipvectarel T Vet wiitaire

= Regle de-le main dmite = Campnsants d‘cm, VECTENT = Neorme o vecrmr

T VD ey iasens T T

Matériel utilisé Legons de I'unité
S Colcwlmice seientifique- Legon () - 1): Repére orthogonal dans trois
dimensions.
Lecon (1 - 2): Vecteurs dans Fespace.
Legon (1 - 3): Produit des vecteurs.
Organigramme de l'unité

I

Repére orthogonal ﬁmﬂrﬁlﬁ" dimensions

[

! 1

Position d'un corps ou d'un Vecteurs Opérations sur les vecteurs

point dans l'espace

(Jl_j —t—

A | s d Addition  Nultinlicati
Vedionr. | Vecsis Arotbction Praduit d'un Multiplication

[

Distance  Miliew d'un  Fquation

entre deux
paints
dans
l'espace

segment

Joignant
et peints

3 i ) . vecteur par un. des  desvectaurs
ﬂﬂfi{t‘_ﬂn, Pnitairie ':kUﬂ1HDSd-|r.tl|‘.E' hﬂﬂ'lhmréf’[ wectelrs I
d'un vecteur) ' [ N
‘1 Produtt sealaire de doux vecteyrs  Froduit vectorlel
L tle deux vecteurs

7o

!'::“ip Signification Propriétes de la
wpace géométrique du produit multiplication de
vectoriel MBCEECHR
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Unite (1)

1-1

-~ Aapprendre

+ Determiner lo position
d'un point dans
un repere a trofs
dimensions.

v Deéterminer les
caordonnées du mifleu
d'un segment joignant
deux points dans
l'espace:

v Trouver lo distance
ertre detsx paints dans
{espace.

v Equation d'une sphére
dans l'espace.

Expressions de base

v Espace

v A trofs dimensions

v Projection

v Regle de la main droite
v Plan

— Matériel utilisé
v Calculatrice scientifique

@ Réfléchir et discuter

# Pour déterminer la position d'un corps sur

une droite. il est nécessaire de trouver la  <—e
n—x — A

Corps

distance de ce corps par rapport 2 un point
ixe (Facullalil) appelé le point d'origine (O)
OA=xelR

A Pour déterminer la position d'un corps ¥y

dans un plan, il est néeessaire de trouver la

projection de ce corps sur chacun des deux A

axes d'un repére orthogonal ,FI
# Commenl pouvezvous délerminer la [

position d'un corps dans l'espace ? Y SR X
L&

L] A apprendre

Repére orthogonal a trois
dimensions (3)

Les coordonnées d'un point A sonl
déterminées dans l'espace, par rapport
& trois axes concourants en un méme
point et orthogonaux deux & deux, en
déterminant la projection de cc point sur
chaque axc .

Pour réfléchir: Dans le repére i trois dimensions précédent, trouver
les coordonnées de chacun des points B, CetD

SRS For Printing




Notions de base:

1- Régle de la main droite

Paur construire un repere orthogonal & trois dimensions. il faut suivre la
régle de la main droite ol les doigls courbés dans la ligure indiquent le
passage de la direction positive de I'axe des x vers la direction positive de
I'axe des y et le pouce indigue la direction positive de I'axe des z.

2- Plans des repéres

# Tous le points dans l'cspace ayant pour coordonnées y=0 _ 7.
(x 1y :0) sont situés dans le plan cartésien XY dont
I"équation est  z =10

A Tous le points dans l'espace ayanl pour coordonndes
(x ;0 : z) sont situés dans le plan cartésien XZ dont
I'squationest y =0

# Tous le points dans I'espacc ayant pour coordonnées
(0 : vy 1 z) sont situés dans le plan cantésien YZ dont I'équationest x =10

@ Exemple nstermination de fa position d'un point dans l'espace)

1) Déterminer de la posilion de chacun des points suivants en ulilisant un repére orthogonal &
trois dimensions:

A A(-2.3,2) b B@3.-1,5) e C(4,0,-1)
> Solution A
-8 Pour dérerminer le point A(-2:3;2) 1

.on détermine le point (-2 ; 3) dans Je
plan cartésien XY puis on se déplace
de deux unités de longueur dans la
direction positive de l'axe des z. Le
point obtenu est A(=2 : 3 ; 2).

b ' Pour déterminer le point B3 : -1 : 3),
on délermine le point (3 ;1) dans le
plan cartésien XY puis on se déplace
de cing unités de longueur dans la

direction positive de l'axe des z. Le
point obtenu est B(3 : -1 ; 5).
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¢ | Pour déterminer le paint C(4;0:-1),
on détermine le point i4 : 0) dans
le plan cartésien XY puis on se
déplace d'un unité de longueur dans i
la ditection négative de l'axe desz. .~
Le point obtenuest Cid; 0:-1).

E Essayez de résoudre

(1) & Déterminer la position de chacun des points suivants en utilisant un repare orthogonal 2

trois dimengions :

A(3.2,3) B(-1.4.3) Co,0.4)

b ' Compléter:
1- La distance du point A(=1 :2 ; 3) par rapport au plan cartésien XY = ____ unités de longueur.
2- | adistance du point A(4:=2 ;1) par rapport au plan cartésien YZ=  unités de longueur.

%‘ A apprendre

Distance entre deux points dans l'espace
Soient A(x; iy, :7)) et Bixy:ys: zp) deux points dans I'espace. La distance entre les deux
points A et Boest donnée par La velatiom

AB= ~f (N - X lyy -y P (g - 7y

¥ 3
23 R <
7| Ty
RE . B lgpea
e !
%<| 2.7
.ﬂh."'ll LA C
1 ¥a
/R o -
™ 1 Aa"\lﬁ- “.
Ax A7 a8 /i
® ./ Dy B

@ Exemple
','-i_:] Démontrer que le triangle ABC tel que A=(2.-1,3),B(4, 4, 2)et C(-2. 5, 1) est un triangle
rectangle en C,
> Solution
AB =/ (N3 = X P (yg -y 2 =g -y Formule de la distance entre deux points
= J@-rA-4P+3-2¢ =/
BCO=J(4+22-(4-52+2-12 =v6
AC= {2+ +(1=52+(= 1 = /35
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Repére orthogonal dans trois dimensions 1-1
L (ABY = (62 =62, (BC)2 1 (ACP = (/67 1 (Y&3)> =6156=062
~.(AB)* = (BC) - (ACY som( € ) =90°

[ essayez de résoudre

@ Démontrer que les points A = (4,4, 0), B = (4, 0, 4) et C = (0, 4, 4) sont les sommets d'un

triangle reetangle isocele puis caleuler son aire.

E‘.l.? A apprendre

Coordonnées du milieu d'un segment dans I'espace
Soient A(x. yy. 2) et B(x,. ¥2. 24) deux points duns l'espace. Les coordonnées du point C, le
milicu du segment AB sont :

] Yi-=¥s 7y +2y
C= A i
( 2 2 2 )

@ Exﬂple

r;_sf Soient A=1(1,-3,2), B=(4,-1,4), Irouver les coordonnées du milieu de AB

£ Solution

Coordonnées du miliende = (

AT ST 4 et 2 1)+ 73 )
z = 2 ! 2

lid, -1 2+4)

3 *T2 '3

I
S

ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver les coordonnées du milieu de CD tel que C = (0,4, 2)et D( 6, 3,4)

Réflexion critigue; Si C(2;2:6) est le milieu de AB olt A (1,4, 0), trouver les coordonnées
du point B

E:-ﬂ. A apprendre

Equation d'une sphére dans l'espace

On définit la sphere comme €tant un ensemble de points dans
I'espace situds a une distance fixe d'un point donné (appelé le
centre de la sphére).

Sile point (x 5y : 2) est situé sur une sphere ayant pour centre le
point (k ; m 5 n) et pour rayon 1, alors daprés la formule de la

distance entre deux points, ona:

a.('l x - K2+ (v-m)? + (z - n)® =r En élevant les deux membres au carré, on obtient la forme standard

de I'équation d'une sphére (x - k)*= (y -m)* = (z-n)? =2




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

Remarque : L'équation générale d'une sphére est :
X2 iy2iz2 1 2kx 2my 1 2nz+ d =0
(Mest I'équation d'une sphére ayant pour centre (—k :—m ; —n)

La longueur de son rayon =4 k2 1 m* 1 n2-d oit k2 + m?+n? >d

@ Exemple

' 4) Trouver la forme standard de I'équation d'une sphére ayant pour centre le point (2 :—1 : 4)et
pour longucur de rayon 3 unités.

> Solution
L'¢quation de la sphére est (x - 2P = (y+ 12+ (z-42=9

ﬂ Essayez de résoudre

(—'I} Trouver I'équation d'une sphere ayant pour centre le point d'origine et pour longueur de
rayvon 3 unités,

@ Exemple

":5_;: Trouver |'équation d'une sphere avant pour extrémités d'un diamaire les deux points
A=1:5:4) et B(5:1;-2).

©» Solution
Pl \ i o~ iy~ o s = - —I + 5 5 = I. -I- = 2 _
Le centre du cercle est le milicude AB quiest=(—— ,—5—,—5—)=(2,3,])

La longueur du rayon de la sphére est la distance entre son centre et le point A
=20 P 3.5 (1 -47 =422

.. L'équation de la sphere= (x -2)% 1 (y- 30 1 (z- 1)* =22

ﬂ Essayez de résoudre
(5) Trouver l'équation d'une sphére avant pour diamétre AB ou A(-1.4,2) et B (3. -2, 6}

@ Exemple

(6 Déterminer le centre et la longueur du rayon d'une sphére avant pour équation
=) s -
oyl zt 4 dx-2y-62+11=0

> Salution
Les coordonnées du centre de la sphere =
(- %cner'ﬁciﬂm dex: -% coefficientde v ; - %c@eﬁﬁcient dez)=(-2,1.3)

cor=dRemient-d = (22 12+ (3% 11 =43 unités de longueur

ﬂ Essayez de résoudre
@) Déterminer le centre et la longueur du rayon d'une sphére avant pour équation

x2:yr 1 Z2 1 6x-8y -4z 1 1=0
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\x;,t? Exercices 1-1 \##;?
Compléter ce qui suit :
@ Sile point (x ; y ; z) est situé dans le plan cartésien XY ,alorsz=

@ Les deux droites xx' et zz' formentle plancartésien. .. quia pour équation

i@) La figure ci-contre représente un parallélépipéde construit dans

unrepére orthogonal. Sil'unde ses sommetsestle pointd'origine
000 ;0:0), alors les coordonnées du point Bsom
el les coordonnées du point C sont

(40 STA(1 ;=1 :4) et B(O ;-3 ; 2), alors les coordonnées du milieu
(e QN0 o) | G
{5) L'équation de la sphére ayant pour centre (2 : —1 ; 4) et pour longueur de rayon 5 unités de

longuenr est

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposees:

@ La distance du point (3 ;=13 2) par rapport au plan cartésien XZ est égaled  unités de
longueur
a 3 b - E 2 ﬂ I

~ . . T . . <
.,g') La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-2 1 3 1 4) sur l'axe des x est égale a
unités de longueur.

a2 b3 c 5 d 4

@ Les coordonnées du milieu du segment ayant pourextrémités les deux points (=3 ; 2 ;) et
(5:1:8)esl

P |ruas

a (l.%.ﬁ} b (2,-1,4) ¢/ (8.-1.4) d (1.52)

@} L'équation de la sphére ayant pour centre le point d'origine el pour longueur de rayon 5
unités de longueur est
a x2+y24e72=5 5-x3+3-3+12={]
6 (x-52~(y -5+ (z-5)2=25 d x2+y2+22=75

@ L'équation de la sphére ayant pour centre le point (2 5 =3 : <) qui est tangente au plan
cartsien XY est ... . .

a (x-22 (y!3)?} (z-472=4 Bl (x-2 1ty I 321 (z-472=9

e (x-2P-(y+3P-(z-4F= 16 d(x-2P+(y-3P+@z+42=16




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

Répondre aux questions suivantes :

6ﬂ1 Calculer la distance entre les deux points A ¢t B dans chacun des cas suivants
a A(7.,0,4)et B(1,0, 0 b A4, 1,9e B2, 1,06
el A(l. 1.-Tet B(2, -3, -7)

@ Dans chacun des cas suivants, démontrer que les trois points donnés sont les sommets d'un
triangle rectangle puis calculer son aire :

a. {-2:5. 2}1{“! UI 2]c1(0¢4ll]} h {4!41 1}1[2-'1-_ 2}&[':'2. 51 U]

L

@ La figure ci-contre représente un cube de volume 27 unité ¢cubiques.

Si l'un de ses sommets est le point d'origine. trouver les -«

=y

D

coordonnécs de ses autres sommets .
z’l

X
(i-:I} Démontrer que les points (7 11 : 3} .(5: 3 ; K) et (3 : 5; 3) sont les sommets d'un triangle
isocele . Trouver ensuite la valeur ou les valeurs de k pour que le triangle soit équilatéral .

(if; Trouver les coordonnées du milieu du segment AB dans chacun des cas suivants :

a8 A(3,-1.4) et B(2.0,-1) b A(-3,5.5) et B(-6,4.8)

fff@ Si le point C (-1, 4, 0) est le milieu du segment AB 0l B4 , -2 : 1), trouver les coordonnées
du point A,

Q_:?} Trouver I'équation de la spheére sachant que :
a ' son centre est le point (3 : -1 ; 2) et la longueur de son rayon est 47 unités
b les points (3 :4 :=3) et (01 2 : 1) sont les extrémités de I'un de ses diametres.
€ son centre est le point (1 : =6 3 1)et la sphere passe par le point (2 : -1 1 §5).
@ Trouver le centre et la longueur du rayon de lu sphere dans chacun des cas suivants ;
alxy2iz?=9
blx2:y?iz22-2x14y=0

€| 2x%w 2y 4 222 - 2x -Gy -4z +5=0

@ Trouver I'équation d'une sphere ayant pour longueur de rayon 3 unités sachant qu'elle est
tangente aux trois plans cartésiens positifs. Suchant que les coordonnées du centre sont positive.
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Repére orthogonal dans trois dimensions 1-1

) Réflexion créative:
Soient A, B et C trois points tels que Asaxedesx . BeaxedesyetCeaxedesz. Sile
point (1 ;:—1 ; 0) est le milieu de ABetle point (0 :—1 : 2) est le milieu de BC . trouver les
coordonnés du milien de AC .

/- -

21) Réflexion.créative:
Si l'axe des x coupe la sphére d'équation (x - 2% + (y + 377+ (z - 1)> = 14 aux deux points A
et B, rouver la longueur de AB

@ Lésriture.en mathématiques.
Si tous les points de I'espace de la forme (x : y : 0) sont situés dans le plan cartésien XY qui
a pour éguation z = 0, tronver I'équation du plan qui contient tous les points de l'espace de
la lorme (x ; y 2 2).

29 Déceleclerreur;
Sile point B(—1 4 : 2) est le milieu du segment :Ef o Al 1 0:2). trouver les coordonnées
du point C

Solution d' Ashraf Solution de Ziad

C ___( x| T Xz . ¥i =% . Zj= %3 ) Sﬂltc (X V. Z)

2 2

=¥
_( -1+ 4+0 2+2 ] s =l — =3
LTI 2 o
2 2!" =4 y=8
=(0.2,2) :
2+ _
i =2 — z=2
1)

Ste c‘[":}‘igv 2)

Laquelle des deux solutions est correcte ? Justifier votre réponse.
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Unite (1)
1l-2

A apprendre

v Représentation d'un
vectaur

v Vecreur de position dans
{espace

v Vecteurs unitaires dans
l'espace

v Expressjon d'un vecteur
en fonction des vecteurs
unitaires.

b Expression d'un
segment oriente dans
l'espace en foriction
des coordonnées de ses
exirémiies,

v Fgalité de dewx vecteurs
danis lespace.

b Norme d'un vecteur dans
lespace.

v Vecreur unftaire dans la
direction d'un vecteur
dans l'espace.

v Addition de vecieurs
dans l'espace.

v Produit des vecteurs par
un nombreréel.

Expressions de base . -

v Vecteur de position dans
lespace

» Norme dun vecteur

v Vecteur unitaire

v Produit scalaire

v Produit vectoriel

lroisiome secondaire — Livre de 'élove

Introduction:
Vous avez déja étudié les guantités scalaires et les quantités orientées.
Vous savez qu'un vecleur est représenté par un segment orienté el que
le segment orienté est déterminé par une quantité scalaire (norme du
vecteur) et un sens. Dans cette lecon, nous allons aborder les vecteurs

dans I'espace (dans un repeére a trois dimensions).

Erﬂ A apprendre

Vecteur de position dans l'espace

Uin vecteur de position d'un point A(A, 1 Ay ; A;) est défini par rapport
au point d'origine O(0 ; 0 ; 0) comme étant le segment orienté ayant
pour origine le point d'oigne O et pour extrémité le point A.

v
e

Le vecteur de position du point A est noté A doi A = (A Ay Ay
A, est appelée la composante du vecteur A dans la direction de
l'axe des x.

A, est appelée la composante du vecteur A dans la direction de
I'axe des v.

# A, est appelée la composante du vecteur A dans lu direction de
l'axe des 2.

Norme d'un vecteur

(Mest la longueur du segment orienté représentant ce vecteur.

Si A = (A Ay Ay erdapres la formule de la distance, ona

6 Exﬂrle

1)SiA =2 -1.3)a B =(0.4,-3), alors:
& la composante du vecteur A dans la direction de l'axe des x est 2

1A= (A (AP +(A,)2

»  la composante du vecteur T; dans la direction de 'axe des 7z est -3
NAN =422 121 (32 =413
I8

=07+ 4R+ 3 =5

—_— . . . —_—
Le veeteur B estsitué dans le plan cartésien YZ (la composante de B
dans la direction de l'axe des x s'annule)
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Vecteurs dans |'espace 1-2

ﬂ Essayer de résoudre
(1) Si j: =(-1,4, 2)et B = (3. 1, 0} trouver
) ; — —
@A 1By bIITANIIBI

Addition des vecteurs dans I'espace
Si A =(A AL A el B = (BB, B, alors:

—_— =

C=7A+B =(A+BuAp B A= B =(C,, Gy )

@ Euf-r_n_ple

(2)SiA =(-2.3, et B =(0.-2,4), alors:
A 3B =(2,3, 1) (0, 2. )= (240, 3+(=2), 1= 4)=(-2, |, 5)

ﬂ Essayez de résoudre

—

2)Si A =44, 00et B =(-1,5,2). trouver A + B

Propriétés de lI'addition des vecteurs dans 'espace

i — < a
Pour deux vecteurs A et B appartenantalit’ .ona:

1- Stabilité: A - B e

—_— —_—

2- Commutativité: A + B =-I?lb + A

—

3- Associativité: (A < B)+ C=A (B +C)

4- L'élément neutre pour I'addition (Le vecteur nul) : ﬁ = (0, 0, 0) est I'élément neutre
pour l'addition dans &}

—_— e e e

d'on A+0=G+A:TEI

vl
[

L'opposé : Pour tout veeteur A =(A,, A, A) eIRY il existe

-A = {-Ay, -A_.‘.. -A)eR el que: A - A=A +A=0
Multiplication d'un vecteur par un nombre réel

Si A =(A Ay Ay eR etk e R alors:

kKA =k(Ay Ay A)=(k A, KA. kA e R




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

Par exemple : 32, -1,4) = (6.-3,12)
1 =2 2
3 (4.9.60 = (2. o 3)
2(L-3.4) =(-2,6,8)
Propriétés de la multiplication d'un vecteur par un nombre réel

Si AetB appartenant Al et sik eRetm =R, on &
1. Distributivité

¥ KA+ BI=k A -k A & (k+m) A=k A

2. Associativite

N k(II'IT;ih ]=rnfk?: ):(km)_.:

@ Exemple

(3) si A =(152e B =@-1,3).alors:
T 27A -3B =2(-1,5.2)-3(4,-1.3)

=(-2, 10,4 - (-12. 3,

=(-14,13,-5)

=

9)

—_— B — —_—
2. Trouver le vecteur C telque C +3 A =2 B

i — é
22C +3A=2B
— — i
e i =2B -3A
E47T 2(4,-1,3)-3¢-1,5,2)
=(8.-2,6)+ (3, -15.-6)
=(11.-17,0 En multipliant par%
. =17
c¥ - =2 (11,17, =65 . 35 0)

ﬂ Essayez de résoudire
G@SiT =23 0D =(0.2,-2)
a Trouver5C -2D

BISi3A-4D =TC. trouver A
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Vecteurs dans |'espace 1-2

Egalité de deux vecteurs dans I'espace
Si A =(AnAy, A et B =(B,. B,.B,), alors:

...

A = B sietsealementsi: A, = Ex , Ay =Byet A, =B,

@ Exemple

N —
(4 Trouver la valeur de k , m el n pour que les deux vecteurs A = (k -4, m” -3, 1) el
- . 3
B =(5. 1, n’) soient égaux

> Solution
—=N

'+ A =B

5 A =B, —— k-4 =5 , k=9
Ay =By — mF-3=1 —  mP=4 — m=i2
A, =8B, » ot = ’ n==+|

ﬂ Essayez de résoudre

@Si(zx I,53.ktdy=({-1, }=3-4. X 1), trouver la valeurde x , vy et k

Vecteur unitaire
Le vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est égale 4 une unité de longueur

Par exemple :

A= 4 12 o fiatig cne . All= =332, A2 A% _
A -(13, 13,13)Lhtlll'l\EttBlI['lllll‘lﬂll't‘Ldl - IIAII—‘/{IS) +:13) .[H) =1

ﬂ Essayez de résoudre

5,/ Parmi les vecteurs suivants, lequel est un vecteur unitaire !

22 B =L 3 5
3t3,] B_[_o

—_—

A:(%,.

Vecteurs unitaires de base t_ix, T, _l:]

Ce sont des segments orientés ayant pour point d'origine le point
d'origine du repere et pour norme une uniteé de longueur et dont les
directions sont les directions positives de l'axe des x , 'axe des y et
I'axe des z respectivement. On a ¢

T =(L0,0). ] =0, 1.0 k =(0.0.1)
Béfiexionrit

Exprimer les vecteurs (-1 ;0;0),(0: =1 ; 0) et {0 ; 0 ; —1) en fonction des vecteurs unitaires de

base.




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

Exprimer un vecteur en fonction des vecteurs unitaires de base

A =(ALALA) eR, e vecteur A peut s'éctire sous la forme

—

A =(AL0.0) 1 (0.A.0) | (0.0,A)
=A(1,0,0) + A0, 1.0) + AL0.0,1)
=A, T+ A + A, K
@ Exemple
5)SiA=27 -3 T + T; et B =- 1 ZT . trouver :
a 2A-3B b A+ BI.IAN-IBI Quepeut-on déduire ?
> Ssolutlon
a2 -3B =207 37 -% )31 -27)
=47 -6 ] +2%k -3 +6
2A -3B =71 <2k
b A-B =273 -3 =k )=C1 -27)
=7 -5 +k
.',Il,ih | ﬁll =J12ai5re 12 =
IAN=NBI =2+ (30212 + J(-1)2 + (2P
= -VF On déduit que A - BI£IAI-ITBI

ﬂ Essayez de résoudre

— S S —t

(@Siﬁ:-ﬁ?- k 5i,B=-2k 131 ,trouver:
al3A-58 b IA-B I

Exprimer un segment orienté dans l'espace en fonction des coordonnées de ses
extrémités

Soicnt A ¢t B deux points dans ['espace. Leurs vecteurs de position par rapport au point d'origine
sont ﬁ et O_ﬁ respectivement.

g A

OA + AB =0B X/

% - o8 -0k >
AB-B - A 10 y
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Vecteurs dans |'espace 1-2

@ Exemple

6) SiA(2.3.1)ct B (4.0.2) . alors:

AB =T -A
=(3,0,2)-¢-2,3, )= (6,-3, 1)
BA =A-B

=(-2.3,1)-(4.0,2)= (-6, 3,-1)

——m ea

On remarqueque: AB =- BA

ﬂ Essayez de résoudre
@) (a2 SiA(2,-3,00etB(1,4,-1), wouver AB
| 9 CSTACCL ], -2yet ﬁ (4.-1.2), trouver les coordonnées du point B

Vecteur de position dans la direction d'un vecteur donné

e

— —_
Si A =(A.A..A,) e’ le veetcur unitaire dans la dircetion du vecteur A est noté ¢, ost
donné par la relation :

@ Emﬂple

'.--' ] A- ‘. Y & . - - .
7OSEA =(-2,2, yet B =(3, 1, -2), trouver le vecteur unitaire dans la direction de chacun
-
tes vecteurs A, B ¢ AB

©» Solution
-‘_lb- »
= =_A _{-'.1.2,1;:(_3_;_L)
YTy AR
& =B oGl (3 1 a)
R TR
AB =F=R
=3 1,2 (2,2, ) =(5.-1.-3)
CAB _ TBI-
IAB |
=LlB (5 L 3]
V25019 N353 435 435




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

ﬂ Essayez de résoudre

(p:} Trouver le vecteur unitaire dans la direction de chacun des vecteurs suivants:

al A =(8 -4, -8) bl B=1j-2j-Kk e C=3i-4k
Angles directeurs et les cosinus d'un vecteur dans I'espace
.= . Iy
Soit. A =(Ag Ay A,) un vecteur dans l'espace. Si(6,. 6,. 8,) sont les ‘
—= —
mesures des angles que [ait le vecleur A el les directions positives de A
l'axe des x . l'axe des y et I'axe des 2z, alors :
Ac=lTATcos 8, , A=l AllcosB, et A =1l Allcos 0, i
A =lAllcos 8 i ~llAllcos 8y j -1 Allcos B, k A A,
—_— — = — L
=IAl(cos B, T —cosB, | ~cos@, k) Ay / ¥
(6, By, 6,) sont appelés les angles directeurs du vecteur A X
av 6, , 6, ,0, f[0.7]
cos 6y, cos 8, et cos @, sont appelés les cosinus des angles directeurs du vecteur A
On remarque que @ cos 6, T+ eos g, T cos @, k représente le vecteur unitaire dans la
el )
direction du vecteur A . Parconséquent cos? 6, +cos? B, + cos* 6, =1
@ Exemple
o Z
P - — =
'8 La figure ci-contre représente un vecteur A de norme 10 unités E 3
de longueur
i x - f
a  Exprimer le vectenr A sous la forme algébrique .
(les composantes carésiennes). ‘
b ‘Trouver les angles directeurs du vecteur A X
> Solution

On décompuose A endeux composantes: la premiére est dans la direction de 07 denorme:
A, =1A I cos B, = 10 cos 40 = 7.66

la deuxiéme est dans la direction du plan cartésien XY on :
Ay, =IA IIsin 8, = 10 sin 40 = 6.428

Ensuite, on décompose la composante Ayy en denx composantes : la premiere est dans la
direction de ﬁ de norme :
A=Ay c0s 70 =6,428 cos 70 = 2,199

la denxiéme est dans la direction de fﬁ- de norme :
A_}._ =A; y sin 70 = 6,428 sin 70 =~ 6,04
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—
Done la forme cartésienne du vectenr A est:

A=A FAL ] tA, K

=2.199 7 1604 ] 1766 k

Vecteurs dans |'espace

Pour trouver les angles directeurs du vecteur A |, on calcule le vectear unitaire dans la

direetion de -,._;:

L
b

ey =—2 =|1—D(2.199 T +604 7 +766 k)
Al
=02199 | <0604 | +0766 k
socosB, = 0,2199 . d'od 8, = cos1(02199) =~77.3°
cosf, = 0604 .d'oi 0, = cos!(0604) =5284°
cosB, = 0,766 .d'ob 0, = cos'(0TH6) = 40°

ﬂ Essayez de résoudre

—
@) La figure ci-contre représente une foree F d'intensité 200 Newton
. " —T= . - .
a Lxprimer laforce F sous la forme algébrique.

F =
b Trouver les angles directeurs de la force |- .

zJL

=

5m

dm

X

@ Exercises 1 -2 @

G)SiA =(3,4,2,alors A=

Complete the following:

— —_— e

@)SsiA=1 -2 +3%k.B =37 -k ,alors

. .

6) Le vecteur unitaire dans la direction de AB ob A (-1,2,0) ¢t B (3, -1,2) et

/, R
.\4) Le vecteur A =31 = j -2 k [uitunangle de mesure

positive de 'axe des x .

e

@ Levecteur B = i +2 j faitunangle de mesure

de l'axe des z .

wvee la direction

~avee la direction positive

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

() Si A =(-2.k DetllAll=3unités de longueur, alorsk=
c+2 d V4

a4 b -4

~“y




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

6’) Si 307, 70° et @ sont les angles divecteurs d'un vecteur, alors 'une des valeurs de @ est =

a 100’ b 50 c 260° d | §2355°
@ SiA=(-1.5-2)et B =(G1,Detsi A+B + C=i,alors C=

a i i6j-k b -G -6 1 K

cl T 47 3K d T 447 - %

£, 3 f — ‘
@ Les cosinus des angles directeurs du vecteur A =(-2,1,2)sont . . .

_ 21 2 5 5
Bl(2,1,2) b 333 €'{5:5.3) di(-1.1. 1)
Réptmﬂre aux questiﬂns suivanfes :
@ Si A -{2 3. l;t. =({4.-2,0) el o= (-6, 0, 3), trouver chacun des vecteurs suivants ;
HA—-B bSA 3(3 G2B+3C

—_— = 5

@Sij.-:E? -3T 15k . B = T 2k et C =41 +ST -6k , trouver chacun des
vecteurs suivants :

'S

—

al2A + B R1lB-T el 3A <2C

Q‘g} Trouver la norme de chacun des vecteurs suivants
al A=@2-1.00 b B=(022 €Ts=

)
a
ol
1l

43 Si A =(k 0,0)et 7 =(1,0,0), démontrer que A =1kl I T I

e
@ Si lintensités de la tension I sur un fil est égale 21
—_
Newton, trouver la composante de F dans les directions
des trois axes du repére

- - _‘- -
Gs : Si le vecteur A est parallele au plan
Y para |
cartésien YZ . que peut-on dire des coordonnées du vecieur
B
A7

A

= i - — - — P 4 —
ﬁ__@ Question ouverte: Si A et B sont deux vecteurs dansR". a-t-onll A - Bll=1l All -

II'B Il. En cas de l'inégalité, lequel des deux membres est le plus grand !

—
@ Réflexion critique: Trouver la forme cartésien du vecteur A ayant pour norme 5 unités
de longueur et faisant avec les trois axes des angles directeurs de méme mesure.
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Nous avons déja appris a effectuer quelques opérations sur les vecteurs
comme l'addition et la multiplication d'un vecteur parun nombre réel. La
question qui s¢ pose : Peut-on effectuer la multiplication dans le corps
des vecteurs 7 La réponse est oul. I y a deux types de multiplication
de veeteurs. Ce sont le produit scalaire et le produit vectoriel de deux
vecteurs., Dans cette legon, nous allons abordet et analyser ces deux
types de multiplication, leurs propriétés algébriques et géométriques et
leurs applications physiques pour nous aider & étudier la mécanique.

=

Produit scalaire de deux vecteurs A

@ Reéfléchir =t discuter

. — —
Soient A ¢t B deux veeteurs dont la mesure de ] =
B

"angle entre eux est 8 Tronver :
—_— —
1- Lacomposante du vecteur A dans la direction du vecteur B .

2- Le produit de la norme du vecteur B par la composante du vecteur
A dans la direction du vecteur B .

De ce qui précéde, on déduit que :

1- Lacomposante de A dans la direction de B

y . . ~
estégaleall Allcos @

—_—
2- Le produit de la norme du vecteur B par la
—
composante du vecteur A dans la direction
—_— - A.._ —

du vecteur B estégal all B I Al eos 8
La valeur absolue de ce résultat exprime l'aire d'un rectangle ayant
e —_—
pour dimensions la norme du vecteur B el la composante de A

—
P
5 cos 8 B

| . . —
dans la directionde B .

F;al A apprendre

Produit scalaire de deux vecteurs

Soient AetB deux vecteurs dont la mesure entre eux est € . L'aire
d'un rectangle ayant pour dimensions la norme de 'un des deux veeteurs
ct la composante de |'autre dans sa dircction est appelée le produit
scalaire des deux

Unité (1)

1-3

A apprendre

+ Produit scolaire de deux
vecteurs dans le plan et
dans l'espoce.

v Parallélisme et
perpendicularité de deux
VerTeurs.

+ Angle-entre deux
vecteurs,

+ Composante d'un
vecteur dens la direction
d'un autre,

+ Travail fouwrni par une
force.

» Produit vectoriel de deux
vecteurs dans fe plan et
dans l'espece

+ Signification
eomeétrique du produit
vecloriel,

» Ensembie droftier des
vecteurs unitaires.

+ Produit mixte

+ Signifrcation
géamerricque de produit
mixte

o Expressions de base

v Produit scalgire

v Produit vectoriel
» Composante

v Vecteur unitaire
v Travail

v Régle de la main droite
v Produit mixte




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

C'est 2 dire z_ﬂ? . "ﬁ.' = llg_:ll II'!?JI cos €

@ Exemple

I'.'_;__,'J Soienl A el B deux vecteurs dont la mesure entre eux est 60°. Si 1A I1=2 1B || = 8. trouver
xB
£» solution
IAI=21BlI=8 — IAlI=8,IBl=4
D'apris la définition du produit scalaire
AB =IAIIBcos®
=Bxdxeos60°=16
ﬂ Essayez de résoudre

s — " P e
(1_\,51 A el B deux vecteurs dont la mesure entre eux est 1350° . Si IAll = 6,
e

—

HAII=10 trouver A * B
Réflexion critique : Quels sont les cas ot le produit scalaire de deux vecteurs est égal a zéro

Remarques importantes
1= Pour déterminer l'angle entre deux vecteurs. il faut qu'ils solent partant d'un méme point ou
areivant i un méme point.

2- 1.a mesure de l'angle entre deux vecteurs appartient i l'intervalle [0 , &1

— —

£ L

'2 Si i1, j et k trois vecteurs unitaires d'un ensemble droitier. Trouver 1 « 1, j * j,

k = k
"> Solution 0 Rappel

1 =030 Ii llcos@
]
= w Taci=1 Lannrmed.ufl

. = = e vecteur unifaire est

Deméme j « j =1, k «k =1 égale 3 un

ﬂ Essayez de résoudre

—_ = —om =

(2;'1 Sii, j et k trois vecteurs unitaires d'un ensemble droitier. Trouver i = | , | * k.
ko« i
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Produit des vecteurs 1-3

Propriétés du produit scalaire
D'aprés les exemples précédents, nous pouvons déduire les propriétés du produit scalaire suivantes :

1- A-B=B+A
2- AA=IAIR
3- _.:*_ﬁl =0 si el seulement si T el B sont orthogonaux

(condition d'orthogonalité de deux vecteurs).

4- A (B +TI=A*B + A+ C Propriété de la distributivité

— — N
kB)Y=k(A=B) oikestunnombre réel

L]
—

.3 Soit ABCD un carré de longueur de ¢bté 10 cm, Trouver ce qui suit :

‘2 AB + DC b AB + BC ¢ AB -+ CA
) Solution
L. 0N ﬁ et ﬁ} sont paralléles et dans la méme direction
.. la mesure de l'angle entre eux = 0"
. AB + DC =IABI IDC cos 0°
=10 = 101 =100

= _— — B
b AB et BC sontorthogonaux .. ln mesure de I'angle entre eux = 90°
S AB« BC =)
- ey A_‘ﬁ el ﬁ ne partent pas d'un méme point, on prolonge ﬁ{
. la mesure de 'angle entre eux = 1357 -
—_ — —_— — = .."
AB = CA  =1ABIIIICAll eos 135 A -
=10x10¢2 « =L =100
2

Aulre solution pour Ia question  C
AB - CA = AB «(-AC)

=-AB * AC C
— _IABI | CA Il cos 45
=210 107 —=-100

)

ﬂ Essayez de résoudre
@ Soit ABC un triangle équilatéral de longueur de coté 8 em. Trouver ce qui suit :

(a) AB » AC b AB + BC ¢/ (2 AC)+(3CB)




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

u.:g A apprendre

Produit scalaire de deux vecteurs dans un repére

Si A =(A 1 +A, ] +A, k), B=(B,i +B, ] +B,k)alors
AB =(AT +A] +AKIBT +B, ] + B, k)En utilisant la propriété
de la distributivité
=A,B.T +T CAB T T tAB T K
—A}.B.‘j v —A},BE; j o] —A}.B, ji*k
SABK 2T cAB KT AR K c Tk
T =T =k k=1
e me e e . B )
Mais i*j=j*k=%ke+*i=0
A+B =A.B,+A B +A,B,
—_ —
Si A =(A . Aj)et B =(B,.B,)dans un repére :
alors A hﬁ- =ABy +AB,
@Exemple
o _'h.__a- —t i — — —_— — —_— —
(4ISi A=2i +3j+dketB=-1i-2j + k ,trouver A » B
> Solution

AR = @232
=2x-1+3%(-2)-4x]
=-2-6+4=-4

ﬂEss‘ayez de résoudre

(4) Trouver A et B dans chacun des cas suivants ;

a A=[132} B =47 —ZJ—Jk Que peu-on déduire ?
B)A=2T -7 ,8B=T -37
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Produit des vecteurs 1-3

L5

I"ﬂ A apprendre

=

Angle entre deux vecteurs
. i P ek =
Onsaitgque A » B =IlAllll B llcos®

o 0 est la mesure de 'angle entre les deux vecteuts 0

=}
{

A et BL0O<O< IS0

el

.
IAIITBI
Cas particuliers:
e —= . — - L . - : .
1- Si cosO= | alors A et B sont paralléles et dans un méme sens.
2- Si cos@=-1 .alors A ot B sont paralléles et dans deux sens contraires.
o — e
3- Si cos@= 0 calors A et B sontorthogonaux.

@ Exemple B

P, T =
L5 Trouver la mesure de langle entre les deux vecteurs A el B tels que

A=47 437 +Tk.B =27 +57] +4%.
i Solution

Al =/ 3T F=y7
1Bl =v3Z 32 £=4/3

cos@ = A-B _ 3725 BrIse2R 5
AR V74445 (A4 A
G I 5‘] = _] — — ~
cocos ! (————)=cos™! (0.8838)=27.9
EJ essayez de résoudre 2

(5) Trouver @ dans chacun des cas suivants :

I
Y 2




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

i;:g A apprendre

Composante (projection) d'un vecteur dans la direction d'un autre vecteur

. — —
Soient A et B deux vecteurs. et La composante algebrique du vecteur A dans la direction

— S
du vecteur B (notée Ay) est : A
e i
—= .
Ag=llAllcos 8= —
I B I
el La composante Veclorielle du vecteur A dans la direction —
) oy - e — B
du vecteur B est noté par s AR . B
AB o= =—ciff e
¢ Exemple IB1 1B

' 6 Trouver les composantes de la force F =27 -3 T ~5k dans la direction de AB o
All; 4 0) et Bi-1: 2, 3)
> Solution

AB =B-A
=(-1:2:3) - (1: 4: ) =(-2:-2: 3)

—

La composante algebrique de |a force T:- dans la direction de ﬁ = %
HLAB I

T« AB AB
La composante Veclorielle = — 4 —_—
ITABI IABI

ﬂ Essayez de résoudre

(ﬁ:} La figure ci-contre représente un cube de
longueur d'aréte 2 unités de longueur. Trouver la
—_— —_—
composante du vecteur OA sur le vecteur CB

Réflexion critique : Quand est-ce que la composante

d'un vecteur dans la direction d'un autre s'annule ?

l;“ntl A apprendre

Utiliser le produit scalaire pour calculer le travail fourni d'une force

—_— —
Une force I agit sur un corps pour effectuer un déplacement D . on dit
que la force a fourni un travail. Nous pouvons calculer le travail fourni en

utilisant la relation :
T=F«D=IFIIDIlcos@
L'unité de mesure du travail = unité de mesure de la force = unité de mesure du déplacement.
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Produit des vecteurs I 1-3

@ Exemple

i ‘.«_’ Une force F = i - QT -3k Newton agit sur un corps. Elle g punité de mesure de

le déplace du point A(=3 : 1 :0)au point B(2 : 0 ; =2). Calculer Ia force est le Newton
‘el l'unité de mesure
du déplacement est le

—
te travail fourni par la force F sachant que le déplacement est

calculé en metre. métre, alors 'unilé de
- sﬂuﬁn“ o ::el-_qn:::; du travail est
S =AB=B - A
=(2:0:-2) - (3: 1. )
=-[5'_. —I'. *?.)
T=F D

= (1:-2; 3) %5;-1; -2) = | Newton.métre (Joule)

ﬂ Essayez de résoudre
(5') Un corps se déplace sous l'effet d'une force F =-6 1 -8 j du point A(-I : 3) au point
B4 ;7). Calailer le travail fourmi par cetle lorce,

@ Exemple

‘8 Dans la figure ci-contre, une personne
tire une boite par une force de tension
d'intensité 160 Newton. La tangente de
I'angle que fait la ligne d'action de cette . : 2\

3 la b :

- 4 )
boite s¢ déplace d'une distance horizontale

de 5 metres, Calculer le travail fourni par cette force de tension.

force avec I'horizontale est égale a

> Solution
Tl = F + B 3
=NFNIDlecos®
= 160 =5 « %
= 640) Joule

SN
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Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

E‘g A apprendre

Produit vectoriel de deux vecteurs

ek O

i e
Soient A et B deux vecteurs d'un plan dont 'angle entre eux mesure 0. Si e est un vecteur

— —
unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B, alors le produit vectoriel

et

des deux veeteurs A et B est donné par la relation :
AxB=(AIIBNsinG &

—_—
Le sens du vecteur unitaire & (vers le haut ou vers le bas) est déterminé sclon la régle de la
—
main droite. Dans cette main, les doigts courbés indiquent le sens de rotation du vecleur A vers
— . . . . —_—
le vecteur B et le pouce indique le sens du vecteur unitaire ¢

Remarques importantes

L, == == - — 3 e
1- Si A » B apoursens ¢ ,alors B % A apoursens- ¢
— — i —

Donc A x B=-B x A

2- En appliquant la régle de la main droite sur un ensemble droitier

des vecteurs unitaires orthogonaux on obtient 0
Lx] okl st N\
k > i = j |
| xk==] s K= j=1 Jvk
j ¥ 1 =-K

!

=l
=
Il
o
o)
ﬁ}
o)
2
=
F:
b2
o
=
-
b
=

3- Pourtout vecteur A ona

@ Exeﬂpie

= J -~ — ) ) 3 ) _
(9 Soient A et B deux vecleurs d'un plan dont l'angle entre eux mesure 70°.

Si |JT;':|I = |5 etllTihll = 17.5, calculer la norme de T’? x Tj‘
> Solution
A« B =0AlIIBlsing e
S A = BU=IA N IR sin @=15 = 17.5 = sin 70 = 246.67
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Produit des vecteurs 1-3

ﬂ Essayer de résoudre

@) Si T{ S _1? =-65 —e: and Il?:ﬂ =S5et I[T;H = 26. calculer la mesure de 'angle entre les deux

vecleurs A ¢l B

Produit vectoriel dans un repére cartésien

Si A= (Ax Ay Agd B = (By: By, By) sont deux vecteurs, alors
AxB = (A, 1 +A, ] + Az k) % (Byi - Byj - Bzk)
= ABi xi +AB T x j - ABzi x k
sAB T * T = ABT o« ] = ABzj x k
tAZByK x 7+ AgB Kk x  § - AB K x K
Mais | xi=j%] =kxk=0
THT=E,TX§=T.T€¥T=T,&IM&

A B =0+AB,K +A Bz (-] )
FAGB K )0+ A B, (T )
(AyB (] ) AB (-0 )10
=(A,Bz-AzB) T 1(AzB.-ABy) ] t(AB,-A Bk

La derniére forme peut s'écrire sous la forme d'un déterminant de dimension 3 x 3 comme suit

= = [T T ¥
AxB=A A A
B, B, B,

Cas particulier

Si T{ =(Ays A.}.J ¢t B =B B}.)-mm deux vecteurs d'un plan cartésien XY, alors

@ | T Ox 3
AxB = . : :-(-_A‘B}.-Ay B,) k




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

@ Euﬂle

L, = ) — —m — . . T
A0 Si A =023 et B =(12 d)pealeuler A = B, puis déduire le vecteur unitaire
R —_—
perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A el B

> Solution s

L P ]k
AxB =l 5 3
I 2 4

—

=@xd-2x00) T (2041w 1) ] #(2x2-Fx1) K

=107 -9 -7k

—

T e

. o e - ) b
Le vecteur unitaire perpendiculdire au plan contenant les deus vecteurs A et B = AxB
: ‘ — ey
AxB

If Il

,?:m?wff Tk _ 10 To 2 T. 1§
Jateelo 7t Y230 V230~ 4230

|

ﬂ Essayez de résoudre

,',_\ L, — - . N . —_—
Qw Soit A un vecteurtel quell A |l =6et siles cosinus des angles directeurs du vecteur A sont

2 =2 .1 ey

- .. T
respectivement 4 Gty Silevecteur B estiel que B =(-2;3:3), rouver A ~ B

Propriétés du produit vectoriel de deux vecteurs

— -
Soient A el B denx vecteurs d'un plan dont l'angle entre eux mesure 6

1- T\‘ % T;=T§IT ¥ T{“ (Le preduait vectoriel n'est pas commutatif)
2. | ReA=-B+«=-0

—= — — — —_— — .
4- A <(B~-Cl=(AxB)-(AxC) Propriétéde la distributivité
5- (kA)x B = Ax(kB)=k(A = B) oit kest un nombre réel

Parallélisme de deux vecteurs

—_— —
D'aprés les propriétés du produit vectoriel des vecteurs, deux vecteurs A et B sont paralléles

—_— = TS

sielseulementsi A < B = O
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Produit des vecteurs 1-3

Clest a dire si(Ay Bz -AzBy) T =(AzB.-A(By) ] +(A;By-A;B) k = O

Done A,Bz=A;B, . A,Bz=A;B, el A B,=A B

X

Done 'AF=AE.A‘=AI,A‘=A’
B, B, B, B, B, B,
Done ‘5“ =Ny o e
B, B, B,

Si chaque rapport est égal a k , on obtient
A=k B,‘,Ay :'RBJ A=k Bz_

A=A T tA, ] ALK
.'.i:kﬁh

A Sik > 0. les deux veeteurs sont paralléles et dans le méme sens et si k < 0, les deux vecteurs
sont paralléles et dans deux sens contraires.

@ Exemple

;1_1_'| Si le vecteur Ti- :{2_5‘- -3 +m_£ ) est parallele au vecteur ﬁb = T + kT + S_I\T 1
trouver la valeur de met k

> Solution
'fihfflﬁh i Ax = AE’ = As
B, B, B,
s 2. 3. om S AXE B 2N
=k~ 8 e B B mad

ﬂ Essayez de résoudre

rA . — — —— — L — ——n — —
QD Soient A et B telsque A =(2,-3), A/ B etllBll=3413,rouver B.

Signification géométrique du produit vectoriel de deux vecteurs

E e - e =T 9 B
Onsaitgue |A = Bll=IAINIBIsing SR
—a i l"
=Bl <1, I lsin @ .
s = - ‘;"
o=l Allsin® 0 —=
H

— —_—
= L'aire du parallélogramme ol B el A soni deux cotés conséculify

—

Tt
= Le double de I'aire du triangle ol B et A sont deux chiés




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

@ Exemple

, == o . ) — —
A2 Si A =(-3,1,2)et B =(3,4. 1} trouver l'air du parallélogramme dont A et B sonl
deux cotés conséeulifs,

> Solution
AxB  =(3.1,2)x(3.4,-1)
ik _
3 4 -
1A <« Bl =07+ +¢157 =3/33

.~ Llaire du parallélogramme = 3433 unité d'aire.
ﬂ Essayez de résoudre
6; Si A =(1.2,-9et B =(0.5,-1), trouver Pair du triangle dont A et B sont deux cHiés,

E'.? A apprendre

Produit mixte

T — et —en - F — i e r 3 .
Soient A, B et C trois vecleurs. Le produit A = B = C est appelé "Produit mixte",
Ce produit est souvent utilis¢é dans le domaine de la statique (on remarque 'absence des

rentheses dans la délinition car effectuer le produit scalaire en premier n'a pas de sens).
pa ! P P p

Svient A = (Ay Ay AY), B = (By, By, B,), T =(Cs G G
I
Alors A+B xC i Y
£33 == =% I j k
=(A, i +A; ] <A ke B, B, B,
(.15 (TF L=

= =

=(Aci 1A, ] A,k )°IB,C,-B,C) i -(B,C-B,Co ]
+(Bx Cg = B'_\, C‘() T‘:‘]

A (B,C,-B,C))-A(B,C,-B,C)+ABC, -B, C)

A Ay A
| B, B, B,
G & G
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Produit des vecteurs 1-3

Propriétés du produit mixte
1= La valeur du produit mixte ne change pas si on permute les vecteurs dans un ordre eyelique.

—_— — —

A+(BxC)=B+(CxA)=T+(AxB)

—— ——
Remarqguez I'ordre cyclique des vecteurs A . B et C

—_— e e

2- Silesvecteurs A. B et C sont situés dans un méme plan, alors le produit mixte s'annule

Onadmlcf\h-{ﬁxflzn

Signification géométrique du produit mixte  w
Si "ﬁT. B et € sont (rois vecteurs formant trois arétes
non paralleles d'un parallélépipede, alors le volume du 0
>
parallélépipede = la valeur absolue du produit mixte . I X
On a done Volume du parallélépipede = A + B » C |
X x

@ Exemple

|1F3f Trouver le volume d'un parallélépipede tel que trois eblés conséeutifs sonl représentés par
— — —_—
lesveeteurs A =(2, 1.3 B =(-1,3,2)et C =(1.,1.-2)

£» Solution
Volume du parallélépipéde = A<BxCl (1)
e e oA A A,

-'__AOBX[::B‘ : B_,
('l % (“} *
21 3

=|. 3 2 |=-28 donc Volume du parallélépipede = |-281 = 28 unitds de

1 2 volume

ﬂ Essayez de résoudre

A . : - = . "
\;I:3> Trouver le volume d'un parallélépipéde el que trois aréles non paralléles sont représentées

e

par lcs vecteurs A =(3, 4. 1), B =. 2, —3),01?:[’3 : 2 2)




Unité (1): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

&;‘gﬁ Exercises 1-3 \#?’

—=

Compléter ce qui suit : Sachant que T j et & est un ensemble droitier de veeteurs
unitaires :

(G)Si A =(2.-1), B =(3,-4), alors lacomposante de A dans la dircctionde B cstégalea .

|

\ L — , — — — —
({I, Si A et B sontdeux vectcursnonnulsetsi A « B =0,alors A et B sont ..

—

L, — — L — — — B
@ Si A et B sontdeux vecteursnonnulsetsi A » B = O .alors A et B sont. ...

™ = ) = = 3
({J/ La mesure de 'angle entre les deux vecteurs 3 1 - j .4 i +6 ) cstégalea

@ Le travail fourni parlaforce ' =3 1 +«7 k pour déplacer un corps du point A(1, 1, 2)au
point B(7, 3, 5) est égal @

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

ONENE
a O b 0 el] Cila

@ Si_ 4_5: ct ﬁ- sont deux vecteurs unitaires orthogonaux, alors [T';\h - 2?{} » (37‘: +5ﬁ) =

@ Si A et B sontdeux vecteurs unitaires, alors A + B €

a |0, 1] b1, 1 ¢ |-1.1] d R

6‘1; La mesure de 'angle entre les deux vecteurs (2, 2. 2) e1 (1, 1, 4) est égalea
als57,02° b 35267 ¢ 13437 d o

@; S_i les deux vecleurs (2 } ,=3) et (4, 6, -6) sont paralleles, alors k=
a 6 b 3 ¢ -3 dl|
Répondre aux questions suivantes :

s — e :
@ Irouver A + B dans chacun des cas suivanls :

al A=(5.1.2), B =(4.43)
b/ A=3T7 -2 -k.B=6i 14] 12k
el A=1.B=2j-%
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Produit des vecteurs 1-3

@ Trouver la mesure de 'angle entre les deux veeteurs dans chacun des cas suivants :
W8 (55 1, -2y (L5 15 -1) b (7,2, -10), (2, 6,4

€2, 1,4, (1,-2,0)

g =t == -
@ I'rouver A = B dans chacun des cas suivants :
 — —_— .
a A=(2,3,1), B=(1,3,-34
== e = A e e
B A=-§j-2j.B=3j -5k
— Dy
e lAll=6, B ll=8 el la mesure de 'angle entre les deux vecteurs est 60°,
i@ Soit ABCD un carré de longueur de c6té 12 em. Si e estun vecleur unitaire perpendiculaire
au plan du carré, ouver :

a AB - AC b AB « CA ¢ BC +AD
d BD x AC e AB+ BC £ AB » BC

iﬂ’ Trouver un vecteur unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs .
A=27 374 k.B=-7+27 -3%

@ Caleuler l'aire du trinngle DEF dans chacun des cas suivants

ainG, 1, -2) , E@, 4,3 , F@2.4,0
b D4, 0, 2 . LE@2,1,5 . F(G1,0,-1)

@ Caleuler l'aire du parallélogramme LMNE dans chacun des cas suivants :
@ L(l, 1), M(2, 3), N5, 4 b/ L2, 1,3, M(1,4, 5),NQ2,S5,3

@) Calculer le volume d'un parallélépipede dans lequel les vecteurs A . B et C représentent
trois arétes consécutives sachant que ;

— =

A=t 1, , B=@.1.4 . CT=6. 1,5

" i A -
@y Dans chacun des cas suivants, montrer si les deux vecteurs donnés sont paralléles |
orthogonaux ou aucun de ces deux cas ;

(al A =(0.2,2) B =(3.0,-9)
B E=107 44907 . TF=3] +8%
ClA=2T172% ., B=8i-4j /8%




Résume de 'unite

~ Repére orthogonal dans trois dimensions 2 X'
Les coordonnées d'un point A sont délerminées dans l'espace, . en 0,0,z FAE
déterminant la projection de ce point sur chaque axe du repére . IE .-.-"

Jd Ty
¥ !ffﬂi &
sl 1 |

fw % _I+_Z' o

» Régle de la main droite
Dans cette regle. les doigts courbés dans la figure indiquent le
pussage de la direction positive de lixe des x vers la direction
positive de I'axe des y et la pouce indique la direction positive de
laxedesz

~ Plans des repéres
» Le plan cartésien XY a pour équation z=0
7 e plan cartésien XZ a pour équation y =10
# Le plan cartésien YZ a pour équition x =0

# Distance entre deux points
Soient A(x; ;¥ :¢y) et Bix; ; vz 1 z) deux points dans l'espace, La distance entre
les deux points A et B est donnée par la relation B (x5, ¥3. 73]
AB =4 (%3 - )? + (ya -y )T+ (72 - 7)) '

» Coordonnées du milieu d'un segment A ¥ 7)),

Soient A(X 1y :21) et B(xy:y,:7;) deux points dans I'espace. Les coordonnées du milieu
du segment AB sont (- ;“1 W ;3-1_ 2] ;‘ (7] )

» Equation d'une sphere dans |'espace
L'équation d'une sphere ayant pour centre (k : m 3 n) el pour rayon r est
(x - kP =(y-mp+(z-nP=r"
» Léquation dume sphése ayant pour centre le point d'origine et pour rayon t est x® ~ y2 22 = 2
» Lléquation générale d'une sphere est = x? +y2 =y + 2 kx =2 my + 2 nz +d =0 ob

(-k .- m.-n)estsoncentre et f k2 + m? - n? - d est la longueur de son rayon r
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Yecteur de position dans |'espace

Si AfAx ; Ay : Az) esl un point dans 'espace, alors son
vecteur de position par rapport au point d'origine est

A =(A; ApA)

—
# A, est appelée la composante du vecteur A dansla %
direction de 'axe des x LV’

» A, estappelée la composante du vecteur A dans la direction de 'axe des y
» A, estappelée la composante du vecteur A dans la direction de l'axe des 2
Norme d'un vecteur

Si A =(A . AuA ) alors IR = A AP+ (AR

Addition et soustraction de vecteurs dans l'espace
Si Jﬁ: = (AK * Ay £l AZJ {St ﬁh = tB’. * B‘!' + Bz’_}\ BIOTS:
1- A o+ B =(Ag + Bx!ﬁy +Ey.ﬁ;§+ﬂz]

- %-B

A B = (‘At = B.-'Ji"Ay - er AZ'_ BZ]

Propriétés de |'addition

1- A +B B Stabilité

- i B=B+A Commutativité

3-(A+B)+ C=A-(B+C) Associativité

4- AAL . T} = '8 + i' = 7;: Elément neutre pour I'addition
5- A 1(CA)= (-i)—?nﬁ Opposé

Multiplication d'un vecteurs par un nombre réel
Si A =(Ay. A, Ag) etk e Ralorsk A = (KA, , kAy, kAz)
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~ Egalité de vecteurs dans |'espace
Si [A,' e A;.‘-“ Az} = (Bx 3 B}'_‘ BE}.; alors; A“ -_-B‘ “A? = B_‘, ¢l AZ = Er"'._v

Veeteur unitaire Clest un vecteur dont la norme est égale A une unité de longueur

~ Vecteurs unitaires de base

i = (1;0:0) Vecteur unitaire dans la direction positive de l'axe des x
J =0, 1:0) Vecteur unitaire dans la direction positive de |'axe des y
T =00, 1) Vecteur unitaire dans Ja direction positive de I'axe des #

Exprimer un vecteur en fonction des vecteurs unitaires de base

SiA= (Ay 3 Ay Ak le vecteur A petlt s'éerire sous la forme A = Ay T Ay T vA x

Exprimer un segment orienté dans l'espace en fonction des coordonnées
de ses extrémités _ z 4

Si A el B deux points dans [' eapnc& de le vecieurs de position A
et B respectivement ; alors AB=B-A

Vecteur de position dans la direction d'un
vecteur donné

Si A -*{A,\..ﬁ A, le vecteur eA est appel¢ le vecteur Y

unitaire dans la direction du vecteur A 1l est donné par la relation
—

Ti=—2
1A
Angles directenrs et les cosinus des angles directeurs d'un vecteur dans
I'espace
Si_ (0 « Oy 5 0,) sont les mesures des angles que fuit le vecteur
A =(A;:ApA,) avec les directions positives de l'axe des x ; 'axe des y et
l'axe des z respectivement alors :
7 Ac=1Allcos 6, A, =lA Il cos 6, etA, = A llcos §,
7 (B By 6,) sontappelés les angles directeurs du vecteur T{
7 cosB, ; cos ﬂi el cos 0, sont appelés les cosinus des angles directeurs
du veeteur A

FeosO, i cos@ j rcos®, k représente le vecteur unitaite

. N * " 4 i .
dans la direction du vecteur A
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S

% - ’ )
7 cos® @, +cos? 0, + cos? 0, =1

=)

» Produit scalaire de deux vecteurs
Soient _ﬁ et B deux vecteurs dans R dont la mesure entre eux est
oUD<O<I80 ,alors A = B =lIANIR I cos @

] _
»  Propriétés du produit sealaire ®
1- T{' . ﬁh =B *A Commutativité
2- A{B+C)=A*B+A*C Distributivité
3- Si k est un nombre réel, alors (ki- _h (—kﬁ):k’(g - 'E')

4- A A =lIANR

5- i -ﬁ:ﬂ-alnrs:‘r IS ﬁ-

Produit scalaire de deux vecteurs dans un repére orthogonal

Si A =(A,.AnAg)et B =(B,, B, Byalors A « B =A, B, 1A, B, Az By

» Angle entre deux vecteurs

ML —

A+B
—_— =
AN B

» Sicos@=1,alors 75? ff Thi‘ et ils sont dans un méme sens

cos 0 =

> Sicos@=-l.alors A // B etils sont dans deux sens contraires.
> Sicos@=0,alors A L B
Composante d'un vecteor dans la direction d'un autre vecteur

La composante algebrique du vecteur ?’: dans la direction du vecteur _1‘3‘ (notée Ay)

aJ-a-_&-

Ag=ITAlcoso=A"8B
1B
et La composante Vectorielle du vecteur A dans la dirm:rlon
du vectaurB esl: - . A_:B . E
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~ Travail fourni par une force T pour effectuer un déplacement f

— —

letravail= F = D = FII DIIcmB F

—=
7 Silaforce F estdans le méme sens que le déplacement

.

D (0=0%.alorsW=1 Elll DIl 5

~ Silaforce F etle déplacement D sont dans deux sens contraires (6 = 180"), alors
T=1TF Il D

# Silaforce F est orthogonale au déplacement D | alors (8= 90"), alors T=0

Produit vectoriel de deux vecteurs

Soient A et B deux x vecteurs dans R? dont l'angle entre
eux mesure 6 . alors A B =(AIIB sin @) ¢ ol

T estun vecteur ﬂ'l‘!lﬂl Iﬂerp{:ndlculmn’e au plan contenant
les deux vecteurs A et B . Le sens du vecleur unitaire e
(vers le haut ou vers le bas) est délerminé selon la régle de
la main droite, Dans cette mmn_ies doigts courbés Ediquent
le sens de rotation du vecteur A vers le vecteur B etle
pouce indique le sens du vecteur unitaire e

"+ Propriété du produit vectoriel de deux vecteurs

- : i

1' -'Kx ﬁ:-—ﬁ‘x? f_é}_\ ;
2- ?-xf:ﬂ _ .

Ax(B 1 TH=AxB A LNy
3- Ax(B 1 Ci=A B | A x C Distributivité R
4- Si A = B =0, alors soit AUB ou l'un au moins des deux vecteurs est égal 5]
5-?&?:?__ TX_IE=T ?*T=T

-LH.' -E":"'.i ] T;I TZ—_IH--. j xT‘__"'f

* Produit vectoriel de deux vecteurs dans un repére cartésien

Si A = (A . A,u Ay)et B = (B, , By. B) sont deux vecteurs, alors :

~ |1 T X
Ax B =| A A, A,
S I5leos B

Y
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Cas particulier : Produit vectoriel de deux vecteurs dans un plan cartésien XY

e —=

K S <N A’- A':' —_— ) i

AxB= B, B k =(AB -A By k

Vecteur unitaire perpendiculaire au plan des vecteurs A et B
= B

e

LA =Bl

Parallélisme de deux vecteurs

Deux vecteurs A =(Ag Ay Ag) et B = (By, By, B,) s'ils vérifient I'une des conditions

suivanles :

e AxB =0

2- A A _ A
By B}J B,

3- A=kB
Sik > 0, les deux vecteurs ._5; et B sont parallgles et dans le méme sens.

Sik < 0. les deux vecteurs 7'? et B sont paralléles et dans deux sens contraires.

Signification géométrique du produit vectoriel de deux vecteurs
IR = Bl = Laire du parallélogramme ol A et B sont deux cotss conséeutifs,
= Le double de I'aire du triangle oit A et B sont deux ciés.

Produit mixte

.T‘{ . _ﬁ- x E‘- = B‘- Es._}- ‘Bi

e T

Signification géométrique du produit mixte
SiA.B et T sont trois vecteurs formant trois arétes non paralléles d'un parallélépipede.

e e

alors le volume du parallélépipéde = la valeur absolue du produit mixte A » B x C
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Exercices génératx

Compléter ce qui suit :
(1) Le point (2 : 0 =3) est situé au plan cartésien . . qui a pour équation .. ...

@ La figure ci-cantre représente un parallélépipéde rectangle. Si A(6 ; 8 ; 24). alors :

2 les coordonnées du paint D sont o % B
‘bl Jes coordonnées du point C sont A
¢ les angles directeurs du vecteur OD sont . i N
. — C v
G SiACL,2,3)etBM, -1 .5)alors AB = oo k
(4) Si le point (-2 , 4, m) est situé sur la sphere (x + 2)% +(y - 1) + (2- 3)2 = 25. alors
m=____
@ Si A =itk 3 -4 B =(-2,9,m)elsi A ﬁ, alorsk= — - _—alms
6,5 A« B =IlA x B, alors la mesure de l'angle entre les deux vecteurs A et B est
égalea

Choisir n bonne réponse parmi les réponses proposies :

(7) Lesdeux axes xx . zz formentle plan cartésien ayant pour équation . ..

lalx=0 b y=0 € z=0 dly=2
@ L'équation de la sphére ayanl pour centre le point d'origine et passan| par le point (3;-1:2)
T
alx2ey2ist=4 b (x -3y + 1P = (z-2)%= 14
el (x-324fy+ 1R +z-2%= /13 d X2yl 214

@ Les coordonnées du milieu du segment DE ol D2;3;3)etb(6;-1 ;4)est

@@.2.55 B, 3 i@, 1.3y W@, 1,5

QOSi A /B .alos!l AxBll=. ...
a0 b cllAl d B
@ Parmi les vecteurs suivants, le vecteur unitire est ...

Wis.2.29 Wg.5.b ..o W50
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Exerc h’ﬁgﬁnil ——

P ) . . . —_—
J2) SiK . Ect Fsont les cosinus des angles directeurs d'un vecteur A alors:

a K+E=F=1 b/K=E=F ¢ K2+R2+F=1 W K-E+R=l All
A SilA. R et C sont trois vectears non nuls et)
-Xx_fih:ﬁ. ﬁ-"ﬁb:ﬂ.amrs-ﬁ.-?:
a () b'| cl A d || B

ﬁ_-i} Les plans cartésiens xy et yz se coupent

a gy point d'origine B i l'axe des x C Alaxedesy d alaxedesz
Répondre aux questions suivantes :
@= Démontrer que le triangle ayant pour sommets (7 :1:3) . (5.3 . 4)et(3 ;5 3) est isocele.

o . . . 3
16) Déterminer le centre et la longueur du rayon du cercle qui a pour équation x* + y* - 27 =62

—T

&? SIA(-2, 3, S)etB (1. 4. -2), trouver AB

28) Si C =(1, -2, 2), trouver le vecteur unitaire de C

. e p : aily
19 Si le vecteur A Tait avec les directions positives des axes x , y et z des angles de mesure

60° . 807 et B° respectivement on 8 est un angle aigu
a rrouver la valeur de 6

h : [~y —= —
b ' écrire la forme cartésien du vecteur A sachantque !l All=13

20)Si A =(1.6,2). B =(k,3,met C =(k.m.k myetsi A/ B ,trouver!| C I
@‘D Soient A et B sont deux vecteurs unitaires dans R®. Sous guelle condition le produit

— e

vectoriel A = B représente-t-il un vecteur unitaire dans RY, Expliguer votre réponse.

@\' Soit ABCD un rectangle tel que AB = 6 ecm et BC =8 em. Trouver .

a AB *AC b’ AB *CD
€ le composante de CD duns la direction de ﬁ

-

éi'l Trouver le travail fourni par la force F =(2, -3, 5) pour déplacer un corps du point
(1:-1:0)au point (2:4;-2).

f‘;al} Trouver le travail fourni par un corps de poids 40 Newton se déplacant verticalement vers le
haut d'une distance de 10 métres sur la surface de la terre

= =

@ Sachant que les deux vecteurs A et B, appartiennent AR, Démontrer ce qui suil

a IA-BIP-IA-BPR=1AIRIBIP

bSiA+«B=0.AxB=0Oalossoit A=OotB=0
Pour plus d'activité, visiter le site ; www.sec3mathematics.com.eq
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Epreuve cumulative

Compléter ce qui suit :

@ La distance du point (-4 ;-3 ;2) au plan YZestégalea . unitésde longueur
@ Sile point (a—2 ; b+ 3 ; ¢ —4) est situé au plan cartésien XY ,alorsb=
(3) Si A=l 10;-2) et B(5 ;=1 ; 4), alors les coordonnées du miliew de AB sont .

@ La figure ci-contre représente un paraliélépipede rectangle, rZ ¥ 8
SiA(5:8:4), alors
a Les coordonnées dupointBsont . . . A
b Les coordonnées du point Csont . o e

@ L'équation du cercle ayant pour centre (1 ;-3 1 —1) et passant
parle point (=2 ;=1 :=I)yest X

@S A=(23.1).B =(0,2,2)et C =(l,-3.5 ,alors2 A -3B = C =

@ SiA = (5, -2. 3). alors le vecleur unitaire de ‘K est égul 4

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

Si A =(3, -2, m) et Hfﬁ_fll =422 jalorssm=__ )
a2 b +9 € +3 d) 17

@Si‘fi“:z_ib |3T - E'.atg:‘ﬁt:? = T ,alum?*ﬁz
als b 4 c +3

a0 Si A=A - 37 + 5k .alorsla algébri que de A dans la direction de 0y est

a 4 b 3 ¢ .3 d 5

A0S A =2.3.-l)et B =3 -4 ] ,alors lacomposante de A dans la direction de B
eslégalea

18 p 8 _18 1 18
a I8 B e c 3 d 35

@ Si les angles directeurs d'un vecteur sont 45° 45" et @, alors @ = e
a 45° b 9)? c QO d 60’

_ Troisieme secondaire — Livre de 'élove GRS F-G'r-'F"rlang:



Répondre aux questions suivantes :

@ Démontrer que le triangle ayant pour sommets (2:2: 1) .(0.0.0) et (2: 4 :4) est
rectungle puis calculer son aire,

@ Trouver I'équation de la sphere de centre (0 : 4 : 0) sachant qu'il est tangent au plan cartésien
XZ

3 Si A =(1. 3. 2)et B =(0. 2. 3). trouverl A Il.IIA + B Il

6 Trouverla forme cartésien du vecteur A ayant pour norme 21 3 et faisant des angles de

méme mesure avec les directions positives des trois axes du repére.

@7) Trouver les composantes de la force F ayant pour
intensité 12 ¢29 Newton

ADSiA=i+j-2ketB=3{-2j +5k ,trouver
a AxB bI2A)x(3B) (€ A x(T -2B)

39 Réflexion créative: Si A0 :0: 1), B(1:0:0)et €O : | :0) . rouver un vecteur unitaire
perpendiculaire au plan ABC

&) Trouver les mesures des angles que fait le vecteur C =3 j -4 T +5 & avec les directions
positives des trois axes du repere.
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Introduction de I'unite

Vous avez Etudic dans |"unité précédente la localisation d’un point dans I ¢space ainsi gue les veeteurs
de position et comment trouver leurs normes. Ceci est considéré comme la base de certe unife
puisqu’elle compléte ce qui a été étudié dans 1'unité précédente et de ce qui a été étudié Ian dernier.
Dans cette unité, I"éleve va étudier I"équation d”une droite dans "espace ainsi que I"équation d"un plan
dans ses différentes formes. |.es exemples et les méthodes de résolutions sont varies pour atteindre
les objectifs cognitifs et les compétences qui aident I'éleve a s'approprier les connaissances et les
autres conceptions liées a la géométric dans 'espace dans les niveaux scolaires ultéricurs.

Objectifs de I'unité

Aprés |étude de 'unité, et aprés avoir réalisé les activités, il est attendu que |éleve soit capable de:

Trouver un vectenr directeur.d'une  droire dans

l'espace.

¢ Trouyer wne  équation  paramétrique o une

.-+

148

Gquantion vectorielle d'une deigite dins espace.
Trouver une équation cartésienne d'une droife
dians l'espace.

Trouver 'équation  générale d'un plan  dans
I'espace.
Trowver l'équation standard d'un plan  dans
l'espace.

cutifier Mangle cntre deax plans,
[dentifier fangle oatre deax plans

Péduire la condition de la perpendiculurité de
deux plans,

Déduire la condition do parallélisme de deux
plans dins lespoce.

Trouver 'équation de la droite dintersection de

deux plans dans l'espace.
Déterminer la distance entre un point ¢t une
droite dans l'espace.

Trouver la distance ¢nfre un point ¢t un plan ¢n
utilisant le produit sealaire ctla forme cartésienne,

Déterminet la distance entre deux plans paralltles.
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~ Expressions de base -
= Vecteur directeur o Eqmrfan générale = Plan
= Angles directetirs : Proportionnel = Farme standard
- Cosinus des angles directeurs = Deux droites paralléles = Deux plans parallées
: Rapports directeurs : Deux droites perpendiculaites = Deux plans perpendiculaires
s Equation vectarielle = Deux droites sécantes = Deux plans sécants
: Equation parametrique : Deux droites non coplanaires  * Angle
= Equation cartésienne = Distance perpendiculaire

Matériel utilisé —~ - Legonsdel'unité
Legon (2 - 1): Equation d'une droite dans l'espace.
Lecon (2 - 2): Bquation d'un plan dans lespace.

&

4

: Calculatrice graphique
> Logiciels de graphisme a trois dimensions
|

(i

‘Organigramme de |'unité | &

Fquation d'une  getation entre deu ance entre un
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~ A apprendre

—0

v Vectewr directeur d'une
droite,

v Différentes formes de
I'équation d'une droite.

» Angle entre deux droites.

» Distance entre un point
etunedroite.

v Dhraffes poraliéles,

3 Droftes perpendiculaires

~Expressions de baseio
v Vectaur directeur
» Equations paramé-
triques
» Equations cartésiennes
» Angles directedirs
o Rapports directeurs

Matériel utilisé ——o

+ Caleulatrice sclentifique

v Logiciels de graphisme ¢
lrois dimensions

lroisitme secondaire — Livre de 'élove
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Les anndes précédentes, vous aver déja fail des éludes sur la droite
dans le plan et comment trouver les dillérentes formes de son équation
(forme vectorielle - forme paramétrique - forme cartésienne). Dans cette
lecon, nous allons étudier la droite dans l'espace et comment trouver
son ¢quation dans ses différentes formes vu l'importance de ce théme
dans le domaine de la géométric ; l'architecture et les applications de
|'astronomie

Sl
\11%

Vecteur directeur d'une droite dans l'espace
Soient 8,, 8,, 8, les angles directeurs d'une
droite dans I'espace.Donc cos 6y, cos 6, et &
cos B, sont les cosinus des angles directeurs de oy Gy
cette droite. Ces cosinus sont notés Lt M et N
respectivement
Done L=cos B, M=cos 6‘}., N=cos@,
Ona CP+M*=-N’=1
e —r e e
Le vecteur ¢ =Lt +M j =Nk estle vecteur unitaire
dans la direction de la droite

A apprendre

“i = 2o - I ) - [ PE ] - Y - 1
lout vecteur paralléle du vecteur unitaine ¢ estappelé vecteur directeur

" S
de la droite et on le note o

Ona _f]":k{L T O4+M T +NT?'}:(a;b;;c)'oﬁ a;het ¢ sont
proportionnels a L
M:N:keR'
a:bet ¢ sont appelés les rapports directeurs de la droite.
Par exemple, si (% 3 % ! %—) sont les cosinus des angles directeurs d'une
droite, alors le vecteur g =

de ladroire ot k # ()

k (1 s ? : —} représente un vecteur directeur

Enposant k= 3 > G =(21:2)
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Equation d'une droite dans I'espace 2-1

Enposant k=-6 —— g =(<4:-2:-4)
Par conséquent, une droite admet une infinité de vecteurs directeurs paralleles et chacun de ces
vecteurs est paralléles a la droite.

@ Exemple

r':['} Trouver un veeteur directenr de la droite passant par les deux points A (<25 3: et B(0:4:-2)

> Solution
. 3 A
Lin vecteur directeur de la droite= AB =

—

B -A =(0:4:-2)-(2:3:1)
0 =2 123

ﬂ Essayez de résoudre
1) Trouver un vecteur directeur de chacune des droites suivantes:

8 Lu droite passant par le point d'origine et par le point A (-1:2;-2)

b Ly droite passant par les deux points C (03 -2:3) et D(1:1:-1)
Réflexi s .
1= Que peut-on dire d'une droite ayant pour vecteur directeur T =(a:b; 0)?
2- Trouver un vecteur directeur pour chacun des trois axes du repére.

%g A apprendre

Forme vectorielle de I'équation d'une droite dans l'espace
Soit I une droite dans l'espace de vecteur directeur d = (a1 h ;¢ et
passant par un point A de vecteur de position A =(x[.y,.2)S8i B estun

L Xy'3
point queleongue de la droite de vecteur de position i =(x;y:2);alors I
= —
D'aprés la figure, on a : r = A1 AB
Mais AB # d —(AB =kd)
—;“ ._:'E‘ 4 K T']" — Clest laforme vectorielle de 'équation d'une droite.

( 2: Trouver la forme vectorielle de I'équation de la droite passant par le point (3 ;-1 ; 0) et ayant
pour vecteur directeur (=2 ;41 3).

& Solution
—
(3;-1; 0)  estun point de la droite S A=(355150)
(-2:4; 3) est un vecteur directeur de la droite d = (-2:4; 3)

L : . — — —r
L'équation vectorielle de ladroiteest 7 = A +k d

T =(3:-1:0)0-k(-2; 4: 3) — est I'équation veetorielle de la droite.




Unité (2): Droites et plans dans |'espace

Remarque: k ¢st un nombre réel qui n'exprime pas un nombre fixe et unique mais il peut
prendre des valeurs réelles différentes. k dans ce cas est appelé un paramétre. Chaque valeur de
ce parametre permet de trouver un point de la droite.

=
Parexemple, si k=1:alors r ={1:3;3) represente le vecteur de position d'un point
sur la droite

S
si k=2;alors ¢ =(-1:7:6) représente le vecteur de position d'un autre point sur la droite

E) essayez de résoudre
Q.) Trouver la forme vectorielle de 'équation de la droite passant par le point (43 =2 : 5) el ayant
pour vecteur directeur (1 ;-2 ; 2), Trouver ensuile un autre point sur la droite,

A

ad

TI%% A apprendre

Equation paramétrique d'une droite dans l'espace

. o . ; . . —m — —_
L'équation vectorielle d'une droite est de laforme ¢ = A +k d

En substituant ?:{_x G 3 - ?z{_m Y s et ?-l‘ =(ai:b;c)
Onobtient: (x:;yiz)=(x;:y,:2)+kla:b:e)

Dot (xa=x;+ki:y=y +kbiz=2; +k¢) — est!'équation paramétrique d'une droite

# Exemple
'é; Trouver I'équation paraméirique de la droite passant par le point (2 : =1 ; 3) el avanl pour
veeteur directeur (4 ;-2 5 5).

> Solution

—

r =(2:-1:3)1k(4;-2;5) — est In forme vectorielle de I'éguation de la droite
SRy 2=02:-1:3) 1 ki4;-2:5)
Siox=2-4k [ y=-1-2k o z=3+5k
E Essayez de résoudre
(3) Trouver I'équation paramétrique de la droite passant par le point d'origine et ayant pour
vecteur directeur (<2 ;35 1)

é%g—' A apprendre

Equation cartésienne d'une droite dans I'espace

D'apres I'éguation paramétrique de la droite:
x=x; “ka,y=y, +kb,z=2, rk¢ ROl PSY TR b N
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Equation d'une droite dans I'espace 2-1

Remarques
z - ix . . N =y Z.Z
1- Sia=0parexemple. la forme cartésienne de 'équation de la droite est x = x; el % == :

C

2- Vous aver appris que 'équation d'une droite dans le plan est de la forme ax + by + ¢ =0.
Par conséquent, cerfains pensent que I'équation d'une droite dans I'espace est de la forme
ax + by + ¢z =0, ce qui est une erreur fréquente car cette derniére est I'équation d'un plan
dans 'espace comme nous allons I'étudier dans les legons suivantes.

3- Comme les rapports directeurs a, b et ¢ sont proportionnels aux cosinus des angles directeurs L.

M et N, alors nous pouvons éerire la forme cartésienne de I'équation de la droite sous la forme
X=X — ¥=¥ :.!'.—.!1
M N

@ E';:emple

L';__' Trouver les différentes formes de I'équation de la droite passant par les deux points (2 ;-1 3)
et(-3:1;:4).

> Solution

Un vecteur directeur de la droite ‘};:1" =(3;):4)-(2:-1:5)=(-5:2:-1)

.. La forme vectorielle de I'équation de la droite est T =(2:=1:5)+k(5:2:-1)
L.'éguation paraméirique de la droite est x=2-5k: y=-14+2k; z=5-k

L

o =2 foe ] £~
La lorme cariésicnne est = = 2 5 ] t
= : -

I

Essayez de résoudre
@ Trouver les différentes formes de l'équation de la droite passant par les deux points (3 ;2 5 0)
et (-1:3;4).

@ Exemple

S » . , ) S - 3.3
5 Trouver les différentes formes de I'équation de la droite ‘; L 3 l = :
> Solution
: 3n+ - 5-2
Soit xel 31 3 =k
2 2 3
3'».2-!. g dot 2 = TI . % K Equations
N . _ paramétriques de
2 k doli y =1 +2K Ia droite
S5=2 5 =
: : =k d'oil z =3 - 3k

D'apres les équations paramétrigues, nous pouvons écrire |'éguation:
(x5 ¥ 3 z):{—% 2 5-;|+t[%; 2:-3)
D'ou

=t-;|,; ; Iiv D) +t(% ;2 -3)est la forme vectorielle

Remarquez que : Ies rapports directeurs sont f_% :2:-3ou(2: 6: -9)




Unité (2): Droites et plans dans |'espace

ﬂ Essayez de résoudre
= r - = p o= H . X 4 ':1' .l 0 ¥ ’
(:; Trouver les différentes formes de I'équation de la droile —= = —a— puis

trouver un point appartenant i cette droite

%% A apprendre

Angle entre deux droites dans I'espace

Soi Soient L, et L, deux dmneq dans l'espace de vecteurs directeurs respectifs
d| =(a;ibjic)et da = (a5 1 by 1 ¢y). La mesure du plus petit angle

entre les deux droites est donnée par la relation:

1 d; +dy!

L~ 2 _c0<0g 5
Il°dy i dy 0

cos 0=

Sitly s My Np et (s M Ny sont les cosinus des angles directeurs des deux droiles, alors:

cos 0= h"f Ly + M'l Mz_.*— N| Nj]

@ E!E—l!'lple

oy —_— X P
' 6 ) Trouver la mesure de l'angle entre les deux droites 1 =(2:-1:3) + Kk (-2:0:)etx=1,

v-4 _ £-5
i3
> Solution e
D'aprés 'équation de la premiére droite dy =(2;0:2)
D'aprés I'éguation paramétrigue de la denxieme droite ?I? ={0:3:-3)
ey = Ii-jil = I(-2:0:2)=(0:3:-3)
Ve Iy | ¥ 27+ 07~ 220 0% + 32 4 (-3)°
5] l . 6 = 60_1
V8 8 2 |
ﬂ Essayez de résoudre:

@ Trouver la mesure de "angle entre les deux droites:
Liix=2—5k,}'=|—k:z=3+4k cl 112; : = = -

@ Exampla

( ? Trouver la mesure de 'angle entre Iew deux droites donl qu cosinus des angles directeurs sont
3 -12 I 4 [

‘13-5'13JT'F}E[{ qz 555
» Solution
(L. M. Np= > ; 1 : I__".i el {Ly, My N ?}—( ]
mfz 13v2  J2 * 572 ° J_

Locos @ =|L]L1 I M|M:_1_| N|Ng|
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Equation d'une droite dans I'espace 2-1

5 3 -12 4 1 |
=| » 4 * i % |
BJdZ 542 1342 S50 y2 2
= -1 48 PR 7= i
130 130 2 63

1 )
- B =cos(g3 1=89° 76"

E essayez de résoudre

(}) Trouver la mesure de l'angle entre les deux droites dont les cosinus des angles directeurs sont
(5 2 - ‘2 1 gl et(—— ] %))
3 F iz
=Jta

e A apprendre

Deux droites paralléles dans I'espace L
Soient L; et L, deux droites dans l'espace de vecteurs directeurs respectifs dy =(a;: b : ¢p)
et d» =(ay: by: o). Ly Lysictseulementsi dy // dy .

Cette condition peul €lre vérilice par plusieurs flormes

— @

1- 3, =k 4, 2- 41 b ¢ 3-4 s =10

Remarques:
T~ Siles deux droites sont paralleles et un point appartenant 4 l'une d'elles vérifie |'équation de
l'autre. alors les deux droites sont eonfondues,

T . T T — - -
2- Sid, nlest pas parallele & d, ,alors Ly et 1, sont séeantes ou non coplanaires.

@ Extﬂple N

’a} Démontrer que les deux droites 1_]‘ = T i Ky [T | ZT - k)

e - =
ety =(i+j +k)+ka(2i-2j)
se coupent en un seul point puis déterminer leur point d'intersection

O* Solution
G =(1:2:-0) ¢ by =(25-2.0)
i i =_I._=_l . .h_|=_2_=__l . “_l%é hl
g 2 2 h 2 L
. Les deux droites ne sonl pas paralléles. Pour démonirer que les deux droites sont sécanles en

—

e
un seul point, on cherche une valeur de k) el une valeur de ky telles que 1) =

S -

T Fky (7 12 T - k)= _r %3 ks (-2 T —ZT)En ¢galisant les coefficients

S ki=1-2k d'ou ki +2ka= | (n
Zk.l = —2](;2 d'on k: + !'C_'; =0 (2)
k=1 d'vi ki =-1 (3
De(Jren (1) ks =1
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Unité (2): Droites et plans dans |'espace

Ces valeurs vérifient I'équation (2).
. Les deux droites sont séeantes en un point et le vecteur de position de leur point
dintersection est :
]

T o= j-160 2 i -]

-k y=-1 'k d'ois (-1;-1:1)
ﬂ Essayez de résoudre s

@ Démontrer que les deux droites rp =(3:-3:5) 1k (0:-5:3)

et T =(2:3:1) ko (5:-1:-1)

sant perpendiculaires et se coupent en un seul paint puis déterminer leur point d'intersection.

’%lé A apprendre

Deux droites perpendiculaires dans l'espace

Soient 1 et 15 denx droites dans l'espace de vecteurs directeurs respectifs ?: =tagihirepel
E; = (ag; byicy) Ona:

Ly L L, si et seulement si ?r . ?__; =0

@ Exemple

'j_é_'_fi Démantrer que les deux droites ?T =(L2;4 -k 2:-1: Det ?; =(1:1s D +kat2:75 1)
sont perpendiculaires puis démontrer qu'elles sont non coplanaires.

> solution
— . ; & :
di =(25-1:1) —— estun vecteur directeur de la premiere droite
T
dy =(2:7:11) ——  estun vecteur directeur de la deuxigme droite
— —

dy « dy =(2;-1;1)(2;7;11)
=2x(-2)-(-DxT+1=11
=4-7+11
=0 .. Les deux droites sont perpendiculaires

Pour démontrer que les deux droites sont non coplanaires, on démontre qu'il n'existe pas de
—_— —

valeurscde k) et Ky tellesque v =

Onpose(l; 2; -k (2:-1: D=(l: 1: D+Kky(-2: 7 L1)En égalisant les coefficients :
1+2k;=1-2ky d'ol ki +ko=0 (1)

2-k{=1+Tky ; dob -kj-Tksa =-1  (2)

A4+k =1+ 11ks: doi k- 11ky=-3 (3)

Des deux équations (1) et (2), onobtient ky = % etky= ]E Ces deux valeurs ne vérifient pas
I'gquation (3).

.. Les deux droites sont non coplanaires.

ﬂ Essayez de résoudre

@) Démontrer que les deux droites
'FT =3;-1;2) kK d:1:3et T—; =(0:4;-1)1 ka (I ;-1;2)sont non coplanaires.
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Equation d'une droite dans I'espace 2-1

ﬁ Exemple

{1_@; Trouver unc ¢équation de la droite passant par le point (2 ; =1 : 3) . coupant la droite
?T =(1; -1:2)+k(2; 2: -1)etloiest perpendiculaire.

> solution
Supposons que les deux droites se coupent au point ¢
C appartient i la droite L| (la droite donnée)
C peut s'éerire sous la forme:
C{l+2k; -1+2k; 2-Kk)
Un vecteur %G[ﬁﬂ: de l_ah droite L (la droite cherchée) est
dy =AC =C - A
Ty =(2k-1:2k; k-1
?r =(2;2:-1)
et . les deux droiles sont perpendiculaires ET . H:; =0
(2;2;-1)¢(2k-1:2k;-k-1)=0
dk-2+dk ki 1=0
%=1 dou k=

9, = Ly 2 Al 712510
2 (9 & )={(-7 )

L'équation de ladroite Iy est 7~ =(2:-1;3)+ky (-7;2;-10)
ﬂ Essayez de résoudre
@Tmuvcr une équation de la droite passant par le point d'origine, coupant la droite
T =3 i) =k (211 3)etlui est perpendiculaire.

Exemple - .
Q b (Distance entre un point et une droite dans I'espace)

["I—]_.J Trouver la distance entre le point (3 ; -1 : 7) et la droite passant par les deux points
(2:2:-1)et(0:3:35)

'O* Solution {3‘ =1, 7" C
Soient A(2;2:-13B(0;3:3:C03:-1:7)

e —

BC=C - B =(3;-1;7)-(0:3;5)=03:4:2)

—

Le vecteur directeur de ladroite d = BA :_,; - B

—

Lod =251 ;-6)

BD est la longueur de la projection de BC surladroite AB =!BC * BA
IBAI

|[3i _1I- 2)'[ 2 "Ti -6“ 3
BD - =
v 2124657 J41




Unité (2): Droites et plans dans I'espace

Mais I BCI =432 (422 - V%

.. Ladistance CD = { (BC) - (DBP

f

= ‘}39 ) jl = [ B w53 unitds de longueur
ﬂ Essayez de résoudre:
Q]\, Trouver la longucur de la perpendiculaire abaissée du point (2 : | ; -4) sur la droite d'cquation

T o=l k@253 1-2)

- x = . . . —= —— —
Réflexion critique : La distance entre un point B et la droite d' équation v = A + k d
I AB » dll
est déterminée par la formule = e 9% pouvez-vous démontrer cette formule?
nd

b
Exercices 2 - 1 ﬁ
N\ \gr
Compléter:
(1} L'équation vectorielle de la droite passant par le point (2 : -1 : 3) et ayant pour vecteur
(-1 :4d:2)est

(2?} La mesure de l'angle entre les deux droites d'équations 2x = 3y = -z el bx = -y = -4z esl égule

i

{q} La mesure de l'angle entre les deux droites avant pour rapports directeurs (1 1 1 ;2) et
(v3 -1.-¢3 -1.4)estégaled . _

(4} Si 8, est la mesure de l'angle que fait la droite passant par le point (3. -1 : 1) et le point
d'origine avec le sens positif de I'axe des z , alors cos 8, =

@ Le vecteur directeur de ta droite passant par les deux points (7 :-5:4)et(5:-3: 3) est

Compléter:
@ Trouver les cosinus des angles directeurs de Ia droite ayant pour rapports directeurs :
a)-1;2:3 B)ivs Uit

(7)) Trouver les différentes formes de I'équation de la droite :

8 passant par le point (4 : -2 : 5) et ayant pour vecteur directeur _dh =(2:11;-1
b passant par le point (3 ; -1 ; 5) et paralléle au vecteur AB oil rﬂl =(4:-2:2)
€ passant par les deux points (3 ;-2 ;0 et(0:4; 1)

d ' passant par le point (3 : 2 : 3) et faisant avec les trois axes du repere des angles de méme mesure.
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Equation d'une droite dans I'espace 2-1

€ /ectori ‘Squati - ' y2 _ 2-7
@) Trouver la forme vectorielle de I'équation de la droite x - 3 = 7 = 3
@)SiOA=T1 -2 + k ;O0B=-1 37 :

OC=37 +j -2% ; OD=871 -] -4k .

trouver I'équation vectorielle de chacune des droites suivantes:
ﬁ La droite passant par les deux pointsAet B
‘b Ladroite passant par le point D et parallelea BC
€ La droite passant par le point C, coupant la droite AB et lui est perpendiculaire.

ﬁ_ﬁ) Trouver la mesure de 'angle entre les deux droites:

-8 [, : passant par les deux poinis (-3 :2 ;4 et(2;5:-2)
Lz passant par les deux points ( 15 -252)et (4;2:3)

b Ly 5@l 3wk 5 45
La: 7 =05 25 -1y k(i 14 3)

(e Li:2x=3y=42
s R WD o

[

7
* 3 -2 -5
i‘D Citer la on les conditions nécessaires pour que les deux droites:
Lex=xpiak 5 y=y 1 bk z=21 ¢k

Larx=xs+aaks; y=yy+ bsks; z=z3+esks

@ goient parallgles b ' solent perpendiculaires
€ soient sécantes en un seul point

42 Trouver 'gquation de la droite passanl par le point A(1 ;—1 ;0) et paralléle i la droite passant

par les deux points B(-3 ;21 1) et C(2, 1, () puis démontrer que le point (=4, 2 : 3) appartient
a cette droite,

—

@ Trouver la valeur de n pour que les deux droites Ly 1 ry =(3;-1:n) 1k, (4;1,3)et
T T _ A .
Ly:x= £=5 soient sécantes en un seul point puis trouver ce poinl
f_ I (] =
14) Déceler Lerreur;

‘& Pour une droite quelconque. la somme des carrés des rapports directeurs est égale @ 1.

‘b Les cosinus des angles directeurs de la droite passant par les deux points (x; @ ¥, 1 ;)
el(Xa i ya: Za)sonl(Xo-X| | Vi-V| i Za-7)

€ Si(Ap By, O et (As. By Cs) sont les rapports dirceteurs respectifs des deux droites
Ly et L, : alors la mesure de l'angle entre les deux droites est donnée par la relation
cos 8 = laya; | bybsl ¢yc,l




Unité (2)

— Aapprendre — o

» Equation vectorielle d'un
plen dans l'espace.

» Equation standard d'un
plan dans l'espace.

» Equation générale d'un

‘plan dons espace.,

» Angle entre deux
Vvecteurs.

» Condition de parallélisme
e deiix plans,

v Condition de perpendicu-
larité de deux plans.

» Lquation de la droite
d'intersection de deux
plans dars l'espace.

» Distance entre un point et
wuh plan,

» Distance entre deux plans

L paraligtes.

—Expressions de basero

v Plan

» Forme standard

» Deux plans paralléles

» Deux plans perpendicu-
faires

v Deux plans sécants

v Angle

[+

Matériel utilisé——-o
» Calculatrice scientifique
» Logiciels de graphisme a
trois dimensions

lroisitme secondaire — Livre de 'élove
= ] |

@ Reéflechir et discuter

| —= = , . = —
1- Si A et B sont deux vecteurs perpendiculaires, alors A + B

2~ Un vecteur directeur de la droite passant par les deux points (x;. ¥isZ{)
E,l'{l-)_. Y. '.’.'3) esl

3~ Lacoordonnée z de tous les points appartenant au plan du cartésien
XY est égale it

=t
Q-

Forme vectorielle de I'équation d'un plan dans 'espace
Soient A (x, ¥y, 7;) un point d'un plan
qui @ pour vecteur de position A
N = (a; b; ¢) un vecteur directeur
orthogonal au plan et et B (x, v, z) un
point guelconque du plan gui a pour
vecteur de position T Alors:

A apprendre

—=

— —_—

N=+AB=0
W NB-A)=0 (B =T)
T{‘ . T T;T . T:; — Cl'est la forme vectorielle de V'éguation

d'un plan

C'est a dire : Pour trouver |'équation vectorielle d'un plan. il faut
connaitre un point du plan et un vecteur dirceteur orthogonal au plan.

@ Exemple

{11—:! Trouver la forme vectorielle de 1'équation du plan passant par le
point (0 ; 1. 1) et avant pour vecteur directeur orthogonal au plan le

—
vecteur N =

e

¥ ]+ k
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Equation d'un plan dans |'espace 2-2

> Solution

L'équation vectorielleest N * T = N+ A oot A =(0;1;1)
(T35 ¢ =(12 1 1)(0: 13 1)
(13150 ¢ =2

ﬂ Essayez de résoudre

f:l) Trouver la forme vectorielle de I'équation du plan pﬂﬁ"m[ par le point (2 : =3 ; 1) et avant
pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N =(1.:-2; 3).

%L{? A apprendre

Forme standard de I'équation d'un plan dans l'espace
D'aprts la forme vectoriclle de I'éguation du plan
N (7 -A1=0
ou ﬁ:{a:b:c)et_r:(x;y:z}::ﬂ:‘-——(m:yl;zl}
.fathie)e(x-x%:y-y:2z-7)=0
Soa(x-xp) = by - y) + ¢z - z;) =0 — est la forme standard de I'éguation
d'un plan
En développant:
Soaxtbyiczi(-axy-hy-cz))=0
En posant -ax; - by, -cz; =d;onobtient
ax+by-cz-d=0 — est la forme générale de I'équation d'un plan

6 Exemple

lé_.'l Trouver la Torme standard et la forme générale de I'équation du plan passant par le point
(3 ;-5 ;2) et ayant pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N =(2;1,1).

> Solution
La forme standard est a(x-x;) b(y-w)tc(z-2)=0
2(x-3)+(yv+3)+(z-2)=0 — Forme standard
En développant et simplifiant:
2x+y+2-3=0 — Forme générale
ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver les différentes formes de ['équation du plan passant par le point (-3 ;4 : 2) et ayant
pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N = (1 5-1 33

E | ’
@ xemple (Equation d'un plan passant par trois points non alignés)

ii I Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par les points (3 ; -1, 0) ;
(2:1;:;4) et (0 ;3;3).
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Unité (2): Droites et plans dans |'espace

> Solution
11 fuut d'abord s'assurer que les trois points ne sont pas alignés
SoientA(3:-1:0).B(2:1:4.C(0:3:3)
AB=TB-A=(1L24); AC =0C-A=(3:4:3

—; #= % . AB ¢ ﬁ .. les trois points ne sont pas alignés

Pour trouver I'équation du plan, nous avons besoin d'un vecteur directenr orthogonal
au plan, On peut obilenir ce vecteur a 'aide du produit vectoriel des deux vecleurs
—_—

AB et ﬁ. —
e = NT
N =A_BH AC = _] 2 _‘. 2‘10 1 "g J +2T
3 4 3

La forme vectorielle de I'éguation du plan est
—
T

e o
nctr=m-A nformation
(-107-9:2)+ r =(-10:-9:2)-@3; -1,0) L'équation d'u plan
(-10;-9:2)+ ¢ =-21 passant par les trois

points (xq, vy, 40
(xar Y20 20); (X3, y30 Z3)
‘est:

K% "l":l'_; I-r;

Forme standard de I'équation du plan
a(x-x)+b(y-y)-c(z-z) =0

So-l0(x-3)-9(v+ 1)+ 22=0

Np=iy o WasWe epady

=0

F=% V=W Eindy

Forme générale de I'égquation du plan
(<107 935 2)e(x; y z)=-21
So-I0x -9y +22421=0
B Essayez de résoudre
@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par les points (1 ; 0 ; 0),
(0:2;Met(0:0; 3).

@ Exem__ple (Plan contenant deux droites)

=

IE‘J Démontrer que les deux droites ?T =BT +7 -k)rki(

=

+2T+3k)

- . P~ — —_—= ;
ear =2 +5jlrka(i -] + k)
sonl sécantes puis trouver 'Equation du plan qui les contient.

> Solution
Siorp = rp alors les deux droites se coupent

BT i -EMR(T 2T 3Kk )=@T +5F k(T -T +%)
En égalisant les coefficients:
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Equation d'un plan dans |'espace 2-2

3ok =2-k dod k- ky =-1 (D)
1+ 2ky =5-k dod 2k + ky =4  (2)
=}= qk' = kg'_ d'oll 3k| ] kz =1 13]

En résalvant les équations (1) et (2) on a ki=1: ky=2

Ces valeurs vérifient l'éguation
les deux droites sont sécantes.

o —
Lin vecteur directeur orthogonal au plan est N tel que:

N =d *dy =] | 2 3 |=5T 427 3%
I -1 |

1'équation vectorielle du plan est -.‘T ‘ _;' N
582 By Te =6 2B 11

e (Ee2 —3)'_?=20

La forme générale:
(5:2;-+ix:y:7)=20
Sx+2y-32=20
ﬂ Essayez de résoudre:
@) Démontrer que les deux droites Ly : 2x = 3y =4z et Ly 3x = 2y = 57 sont sécantes puis
trouver I'équation du plan qui les contient.

@ Exﬂple

P - . . ; -
.53 | Trouver le point d'intersection de la droitle 2x =3y -1 =z davecle plan 3x —y-22=5

> Solution
De l'équation du plan
y=5+2z-3x
Iin substituant dans I'équation de la droite:
2x=14 + 6z - Y
=z =4

Ilx-6z=14 (1)

et-3z+9x =18 (2)
En résolvant les deux éqguations (1) et (2), on obtient:

Xx=-38:2=-72
En substituant dans 'éguation du plan:
S y=-25

.*. le point d'intersection est (-38 ; -25 ; -72)




Unité (2): Droites et plans dans |'espace

ﬂ Essayez de résoudre

—

f.,:%) Trouver le point dlintersection de la droite ¢ =(1 ;45 2) + 1 (3 ; 2, 2) avee le plan
(3:2,2).7 =2

%lci A apprendre

Angle entre deux plans
La mesure de 'angle entre deux plans est la mesure de 'angle entre

- ; —
les deux vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans. si N, et
— -

N, sontdeux vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans, alors

la mesure de I'angle entre deux plans est donnée par la relation :

== —_—

cosﬁr%em}é 0 <o

I g 1 Ty
w Exemple

= . —_— =
(6 Trouver la mesure de 'angle entre deux plans (2:-1.4)+ ¢ =5t
Ix-y+22=4

> Solution .

Un vecteur directeur de la premiére droite est RTI =27 =1z )
Un veeteur directeur de la deuxiéme droite est r_uz =3-1:2)
= La mesure de l'angle entre les deux vecteurs est @ oi

=

Iy e mel 21 HeGi-1:2) 15

Lo 6: =
(i el (=4 3R T6

|5 =
0=cos! (——)=28"58'
05 e

ﬂ Essayez de résoudre:
@ Trouver la mesure de 'angle entre deux plans x -3y + 22=0¢1 2x +y 2 =3

Plans paralléles et plans perpendiculaires
- — = " 5
Si N, et Ny sont deux vecteurs directeurs orthogonaux a deux plans, alors
1 g . IR I § =) Poos o b i &y hl <y
= les deux plans sont paralleles si Ny /1 N, c'est @ dire si [? s el
)] 2 2

2- les deux plans sont perpendiculaires si FJT . E; = () c'est adire si (a8 = byby + €5 ¢5) =0

@ Exemple

'}:; Sile plan 2x - v + Kz =5 est parallele au plan x - Ly + 4z = |, trouver la valeur de K : L.

)

> Salution
=t Les deux plans sont paralleles g gl = T
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ﬂ Essayez de résoudre

@ Si le plan x - 2y < 2= 4 est perpendiculaire au plana x + 2y + 3z = 5, trouver l4 valeur de a

Exemple
@ L (Equation de la droite d'intersection de deux plans)
(8 Trouver I'équation de la droite d'intersection des deux plans x + 2y -2z =l et 2x +y- 3z=35

% Solution
Par élimination de x dans les deux équations, en multipliant la premiére équation par
—2 puis en 'additionnant & la seconde :
SBy+z=3 d'oll z=3y+3 (1)
Par élimination de y dans les deux équations, en multipliant la deuxiéme éguation par

-2 puis en additionnant:

v Ax+de=-9 d'on 7= 3:‘4? 2
-9 _ 3ye3 _ 2 , S )
[ \4 = }ll :—I—J est I'équation de la droite d'intersection des deux plans
Autre solution:

x ¥+ 2y =2z =1 (1)

2%ty =3z =5 (2)
En éliminant x
S3x o+ oz =3 (3)
Soit z=K
k-3 9~k

De(d)y= 5 y De(2) x=

- !

~.  Les équations paramétriques de la droite d'intersection des deux plans sont;
=g % etk o
x=3-3k s y=-l-3k e z=k
Autre solution
: —_— — . F 2,

Les vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans N | et Ny sont perpendiculaires & la
dreite d'intersection des deux plans.
s Levecteurdirecteur d de ladroite d'intersection peul étre calculé en utilisant le produil

. —_— —
vectoriel des deux vecteurs N; el N,

d:]\lll\l_z | 5 2 == | = 1] =3
2 | -3
Pour trouver un point de la droite d'intersection, on pose x= | {par exemple)
En substituant dans I'éguation du premier plan 2y - 22=0 (1)
En substituant dans I'eéquation do deuxieme plan y - 32=3 (2)
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Des deux équations (1) et (2), on obtient 'z =- % ety =- -;'“

Le point (1 ; 21 C -%-J est situé sur la droite d'intersection .
L'équation de la droite d'interscetion est _;' =(l: —-2— ; —%}l (=4 y=1 1=3)
ﬂ Essayez de résoudre
(8) Trouver I'équation de la droite d'intersection des deux plans 3x -y 1 2z=3et x-2y  5z2=2

%% A apprendre

Longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point sur un plan
Soient A(x; 1y 2) un point nappartenant pas & un plan X et B

—

. , " I
un point du plan. 51 N est un vecteur directeur orthogonal au plan, N% A
alors la distance du point A av plan est égale i la longueur de la Z‘L
B

projection de BA sur N

L= |ﬁ'dﬂ-| X

—
Il

@ Exemple

',‘E_f_:! Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (1 2 -1 ; 3) sur le plan d'équation
T e(2:2:-1)=5

> Solution
1l faut trouver un point du plan et un vecteur directeur orthogonal au plan. A partir de
I'équationduplan ¢ .(2:2:-1)=S5
on trouve que "[*? =(2:2:-1

Pour trouver un point du plan, on suppose que le plan coupe 'axe des z au point (0 ;0 ; z)
(0:0;2)+(2;2:-1)=5 .d'ou z=-5

Le point B (0;0; -5) appartient au plan,

—_— — —_—
BA= A - B =(l;-1:8) o AlCli-1:3)
La longueur de la perpendiculaire L = BA_: LISRET '1l‘8"f 22:-1) = % unités de
nll 20272 :

longueur
ﬂ Essayez de résoudre
(9:. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-2 : | ; <) sur le plan
d'équation Tl 3;2)=4
Forme cartésienne de la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point
sur un plan
On sait que la longucur de la perpendiculaire abaissée du point Alx, ;v : z)) sur le plan passant
par le point B(x, : y» 1 z4) et avant N =(a: b: ¢) pour vecteur directeur orthogonal au plan
est donneée par la relation :

166 lroisitme secondaire — Livre de 'élove GPS For Printing




L =& =%ty -yig-nltlaibliel
v oatthhe?
_ lax+by wa+(-ax-byy-cp)l
- e
' Lepoint B(x;:ys:z)estsituéauplanax - by ez 1d=0

lax, + by, +czy —dl . o el
P est la forme cartésienne de la longueur de la perpendiculaire

\i‘—’
Va2l

@ Exeiple

l'.i:li' Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (1 ; 5, -4) sur le plan d'équation
IX-y+22=06

> Solution
£ = laxy + by, = ¢z, +dl

B -G1=2(-H-6 _ 16
T 3%z Vi
ﬂ Essayez de résoudre
&'@ Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (=1 ; 4 ; 0) sur le plan d'équation

unités de longueur

X—2y—-z=4

ﬂ Exempie (Distance entre deux plans paralléles)

1) Démontrer que les deux plans x + 3y -4z =3 el 2x + 6y - 8z =4 sont paralléles puis trouver
la distance entre eux.

0 Solution
Pour démontrer que les deux plans sont paralléles. on démontre que les vecteurs directeurs
orthogonaux a ces deux plans sont paralléles.
EJT:[] s 3¢ 4)4 ﬂ:(E: 6. -8)

= i =i b_l=i=L: bl =i=—|-
by 2 b, 6 2 & 82
.o _b_g

.. Les deux plans sont paralleles

Pour trouver la distance entre les deux plans, on cherche un point appartenant a I'un d'eux puis
on calcule la distance du point trouvé par rapport a 'autre plan.
PPour chercher un point appartenant au premier plan. on pose x =0 et y =0 dans I'équation du

premier plan,
ST= % Dans ce cas, la longueur de la perpendiculaire de ce point sur le deuxiéme plan est
12 (0)+ 6 (0) - § (=) - 4 ] )
= N unités de longueur
;"ﬁ'|'('g-]_ .I{g
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) essayez de résoudre
ﬁt Démontrer-que les deux plans 3x = 6y - 6 =4 et x + 2y + 27 = | sont paralleles puis trouver
la distance entre eux.

A

QC A apprendre

Equation d'un plan en fonction des parties coupées des trois axes du repére
Si un plan coupe les trois axes du repére aux points n (x; :0:50) , (0:y;;0) et (0:0:2)),
alors I'équation du plan est sous la forme:

’ r &
T R + Equation du plan en fonction des parties coupées des trois axes
- .

du repére :

@ Exemple

(12} Trouver I'équation du plan qui coupe des axes x , y et z du repére les parties 2 , 3 et 3

respectivement,
> Solution

e . ; A g z
L'équation du plan est - f—=1

T Mg

- X N Z
D'on — e ® W =)

2 3 5

ﬂ Essayez de résoudre
@'l’muver les parties coupées des trois axes du repere par le plan d'équation 2x + 3y -z=6
Réflexi iti ’
Si le plan d'équation 3x + 2y + 4z = 12 coupe les trois axes du repére x ; y : zau points A . B
et C respectivement, caleuler l'aire du triangle ABC.

% Exercices 2- 2 @

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
@ Parmi les points suivants, celui qui appartient au plan 2 x -3y -z =4 est
a (l;1;1 bo(1;2:0) el(0;2:1) @) (3:2:-1)

(2) L'abscisse du point d'intersection du plan 3x - 2y + dz + 12 uvee 'axe des abscisses est
a3 b o4 c 4 di6

@ Sia, betcsont les parties coupées des trois axes du repére par le plan x 1 5y — 6z =30,
alorsatbic=

a (O b 30 c 3l di4]
@ I'équation du plan passant par le point (1 5 2 ; 3) el parallele & 'axe des x et I'axe des v est
alx+y=3 bl z=3 ¢ x=1 diy=2

@L‘_éq_uaﬁonduplan passant par les points (2 3:3) 5 (=1;3; Detid:3-2) est
a xiy-z=0 b x=-I cly=3 dlz=-

I
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Equation d'un plan dans |'espace 2-2

@ L'¢quation du plan passant par le point (1 ; =2 ; 5) et ayant pour vecteur directeur
orthogonal au plan le vecteur (251 1 3) est
lai2xsy 1 3z2=1

&l x-2y+52=15

o]

2ty -3£=15

‘X+tv-z=4

o

Répondre aux questions suivantes:
@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par le point (1 ;=1 : 4) et ayant pour
veeteur directeur orthogonal au plan le vecteur N = {2: -3: 4) puis répondre aux questions

suivantes :
L8 e point (2 2 I)dppdm::nl il au plan ?
b Le vecteur = = (3 ;-3 ;-2) est-1l paralléle au plan ?

@ Trouver trois points dans l'espace appartenant a chacun des plans suivants:
@) x=3 Bl ye=2 Elx+3y=35 d 2x-y-3z=4

I ‘e . P . gio
\Q:J Trouver I'équation générale du plan passant par le point d'origine et ayant pour vecleur
directeur orthogonal au plan le vecteur

N=T+27] -3%
i@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par le point (2 ;-1 ; 0) et ayant pour

vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N=411107 -7k

@ Trouver les différentes formes de 'équation du plan passant par les points (2 5 -1 3 )
13 35 et (3;0; 2)

@ Démontrer que la droite T = k +k21+3] +4k )est perpendiculaire au plan

X - % y+22=35
:i@ Démentrer que le point A(2 ;35 1 ) etladroite L: T =(37 + __r 3% )+ K = ZT +2k)
sont situés dans le plan d'équation r . (2'_i‘ - T) =3

f@ Dans chaque cas. trouver I'équation du plan passant par le point (2 : 1 4) et vérifiant I'une
des conditions suivantes :
.8 Parallele an plan 2x + 3y - Sz= |
‘b Perpendiculaire i la droite passant par les deux points (3:2:35):(1:6;4)

€ Perpendiculaire i chacun des deux plans 7 x + v + 2z= 6 et 3x+ 5y -6z =18

q :y Trouver les coordonnées du pomt d'i mrerscctmn de la droite
—;-= k +L[2 i # | + k ) avee le plan r . i =4

@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan coupant des trois axes du repére x , y el z
les parties 2 ;4 et 5 respectivement
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Unité (2): Droites et plans dans |'espace

(2 Lien avec lenvironnement; Dans la
figure ci-contre, trouver I'équation

8 du plan du sol de la chanibre

b du plan du plafond de la chambre
€ des plans des murs latéraux

(18 Trouver I'équation du plan contenant la

droite
L 1t =(0:3:-5)+1;(6:-2:-1) et paralléle & la droite
Ia: Ar- =(l:7:-D-1,(1;-3:3)
@ Trouver la mesure de I'angle entre les deux plans dans chacun des cas suivants:
alLi:2x-yiz=5 : Lt 3% + 2y -2z= |
BIL;: T o2 1 -1)=4 La: T *+(3:2:00=7
e Lizy=4 ; Larx -3y+5z=1

Questions a plusieurs conclusions:

Q’@: Soient A, B, C er D guatre points du plan ayant pour vecteurs de position respectifs par
rapport au point d'origine O les vecteurs - T k32T - __r B . R = 2? V27 .
Tx 4y 4277
a ! 'Trouver un vecteur directeur orthogonal au plan ABC
b Démontrer que la longueur de la perpendiculaire abaissée du point D sur le plan ABC

estégaled 2/ 6
- Démontrer que les deux plans ABC et DBC sont perpendiculaires.
Trouver 'équation de la droite d'intersection des deux plans ABC ¢t ODB

oo

@-I} Soient X un plan contenant les points A(1 145 2) B ;055 et CO; 85 -1)el Y plan

. . — —== — -
contenant le point (2 ; 2 ; 3) etayant pour vecteur directeur le vecteur N = j +2 j -2k

Trouver I'équation cartésienne du Plan X

Trouver l'équation cartésienne du Plan 'Y

Si le point (p ; 0 ; ) appartient aux deux plans X et Y, trouver la valeur de p et f.
Trouver I'équation vectorielle de la droite d'intersection des deux plans X et Y

Si le point (1 ; 1 ; k) est & égales distances des deux plans X et Y , trouver les valeurs
possibles de k

o :ﬂ-_ L2 N - o
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o
1-

Resume de ['unite

Vecteur de position :

Sil.,Met N sont les cosinus des angles directeurs d'uné.dmit_ti alors le veeteur d = k(l.:
M : N) représente le vecteur directeur de la droite eton le note d =k(a; b:c¢). Les nombres
(a:b:c)sont les rapports directeurs de la droite.

lﬁ vecteur directeur d'une droite peut prendre plusieurs formes comme
d =2L:M;N)=3L:M:N)==HL:M;N) e
Equation de la droite
~ L'équation de la droite passant par le point (xy, y, ) et ayant pour vecteur directeur le
veeteur d =(a. b, ¢)Xa;b;e)estde laforme : _1‘-" =Xy 2 kathie)

» L'équation paraméirique de la droiteest : x =x +ka:y=y, +kh.z=27;,-ke¢

» L'équation cartésienne de la droite est: > 2L = ¥ =

Angle entre deux droites:
Si E? et H‘; sont denx vecteurs directeurs de deux droites. alors la mesure du plus petitangle
entre les deux droitey est:
I3, « &
g, g,
Si (Ly: M N et(Ly s My 2 Nojsont les cosinus des angles directeurs des deux droites, alors :

cos @=

cos 9= U_.]., ]-Q+Mi ME_N! Ngl

Conditions de parallélisme et de perpendicularité de deux droites
Si d, =(a;:bycp)et E; = (as: ba: ¢5) sont les veeteurs directeurs de deux droites, alors:

7 les deux droites sont paralltles si:

dy=kd, i ou dj xdy =0 ; ou T
| B ' 4 by o

7 les deux droites sont perpendiculaires si :

a a3 ~by by ey ey =0
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# Equation d'un plan:
L'¢quation du plan passant par le point (x;; y; z;) etavant pour vecteur directeur orthogonal
au plan le vecteur N =(a; b; ¢) est.

» Forme vectorielle: N+ ¢ = N t(Xp Y 2y)
# Forme standard : alx - x)) + b(y-y))~clz-2z))=0

» Forme générale ;ax~by+cz=d=0

~ Angle entre deux plans
>8] ﬁ =(a;sbpiepet EI:; =(as: bai &5) sont deux vecteurs directeurs orthogonaux a deux
plans, alors la mesure de l'angle eniré les deux plans est donnée par la relation
ws'ﬂ-a:% ol 0 <O < %W
TP

# Deux plans paralléles et deux plans perpendiculaires:

~ Si r_sf; et N, sonl deux vecleurs directeurs orthogonaux i deux plans, alors la condition
du parallélisme des deux plans est:
e ¢
!'l, [ OU —m e e [
o I Mz 2 ] 2 Ca
# La condition de perpendicularité des deux plans est:

ﬁ;.'ﬁz:—'ﬂ ou a; ay+bybyreie=0

# Longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point sur un plan:

# La longueur de la perpendiculaire abaissée du point A(x) 5y s 2() sur le plan passan
par le point B(x; : y; : 23) et ayant pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur
N =(a b o) est

. |-BA‘-F;N_.|
Fall
1= aXy=byyres +d
{ aleptadd

Forme vectorielle

ou

Forme vectorielle
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Exercices géneraux

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:

»'\1 L'équatif_ag_ de la droite passant par le point (=1 ;0 ; 2) et ayant pour vecteur directeur le
vecteur d =(1;-1: 3) est

@2t v 2] @5 -2
2 I -1 i -1 3
el %1 _y _= .dlx-l___y@l:z
3 -1 I -1 B
@ L'équation de la droite passant par les deux points A(1; -1; 2) et B (-1; 03 1) est
La 3_1 :}'_}I ='?'_—2 'l-b-|x+l: Y :'3?1
- 2 =1 | -2 1 -1
(& x«2=y-r—l=z-+l ,dlx—1=y—|=,z-2
2 3 2 | 3 I
@)Lam'e re de l'angle entre les deux droite Ft_3—;:“--'*'lc:t:"‘L*-"v'i'?-*z_]
SUre ngle e 25 X draies 3 = ) Yy = : 1 = 3 = )
est égale a
la 15° b 30° © 45 d 60°
- -1 =2 -1 = S S
(&) Siles deux droites Ly: - =2 —— == ety : = 2-= = " sont perpendiculaires,
2 -1 m n ] -1
alors la valeur de m est égale &
(a) o b2 ¢l d -3

@) Si les deux drojtes Lyt x =2k - l.y=k+ l,z=k-let Lyx=ak-1,y=2k+
z = bk - 2 sont paralléles, alors a+ b =
IB 4 b-?_ Ie|6 d -2

@ Le point (2 : =1 = 3) appartient au plan
8 x+y-z=6 B 2x-3y+z=-10 (€!3x-2y+4z=20 d ' x-2y-Sz=4

7) Sile plin —2— 2+ _:- = 1 coupe les trois axes du repere aux points A, B et C, alors 'aire

du triangle ABC =
a 12 b [0 c 6 d! 4

&) La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (213 ; 1) au plan 2x - 2y + z =5 est
a | (12 el3 d 4

@ L'équation de la droite d'intersection des deux plans  :2x-y+z-1=0et
1x-3y-2z+2=0est
x=1 ¥y z = x=1

e NN

a1 273 =
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4 .
sont situées dans

1

Il
:.‘1‘
W5

|

I

Q0 Les deux droites Ly: : '1

1 =2 -1
le plan
@ 3x-Sy+z-1=0 b Sx-dy-27-7=0
el x-Sy -z-4=0 d 7x-2y+3z=0

Répondre aux questions suivantes:

A1) Trouver la distance entre le point (-2: 4 -5) et la droite = R

@ Trouver la distance enltre le point (2; 1; -1) et le plan T {_f-
@ Trouver les coordonnées du point dintersection de la droite passant par les deux points
(3: - -5) el (2; -3; 1) avec le plan passant par les points (2;2; 1), (3; 0; 1), & -1:0)

@Trouvrsr les coordonnées du point d'intersection de la droite ¢ :'{2,-].2)* 1(3,4,2) avec le
plan ¢ «(l:-1: 1)=35

@ Trouver la projection du point A(0, 9, 6) sur la droite passant par les deux points (1,2, 3) et
(7.-2,5)

@ Démontrer que les deux plans 2x +y + 22 = R el 4x + 2y + 4z + 5 = 0 sonl parallles puis
caleuler la distance entre eux.

@ Si un plan coupe les trois axes du repére aux points At B et Cet sile point (p:q;riestle
point d'mtcrscctmn des médianes du wiangle ABC. démontrer que I'équation du plan est
¥,
ey ¥ L P =
pPooa T

Epreuve cumulative

Compléter ce qui suit:
. . o vl 7+ _
@ La mesure de I'angle que fait la droite *’;r'_' =2 15 = zj avec le sens positif de I'axe
2

desz estégalea ...

O La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-1, 0 ; 1) sur la droite -1 u =

!-.-11 estepnled

@ Les équations paramétriques de la droite passant par les deux points A(-1, 0, 3) et
B{l.-l.0ysont ... ... .

@ 1a mesure de langle entre les deux plans -x -y + 2 24 1 =0elx -y =2 2-3=0esl
égalea .
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@ L'équation du plan passant par le point (2 ; 3 ; —1) et ayant pour vecteur directeur orthogonal
le vecteur N =(5.2,-3)est

@ Le plan 3x -4y + z + 10 =0 coupe de l'axe des y une partie de longueur

x+1  y-2

+1 oz _
Ty _Tet_theplane

) Le point d'intersection de la droite
x-2y~3z+5=0cst

Choilsir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
La distance entre le point (a ; b ; ¢) et I'axe des x est égale a

a/ @2+ b u?b? e/ - d a2 optic

@) L'gquation de l'axe des x dans l'espace est

|_£_l.x=();y=;() I'I-:I_Ix:ﬂ;g:(.'] _EIy:{];z:Q E[ x=0

@ L'équation de la droite passant par les deux points (2.1 :3)et(0:3: 1) est
@ T =(2-1.3) 2.4, 2) bl r =(2,-1,3) 42,2, 4)
o T =2, 4.2) +12.-1,3) 4T (2,4.2)=0

1) Le point appartenant i la droite © =(2,-1.3) + £ (1. 2,-1) est:

(1L b(0,2,-2) (31,2 d (4.-3,0)
12) La distance entre les deux plans y=4 et y=-2 est égale &

8 3 Unités b 2 Unités ¢ 6 Unilés d R Unités
Répondre aux questions suivantes:

(3) Ecrire I'équation cartésienne de chacune des droites suivantes:

a T =(1,3,9+k(5.4,2) N
b La droite passant par le point (0 ;2 ; 0) et avant pout vecteur directeur d =(3:-1:4).

@ Trouver la mesure de I'angle entre ; =
@ jes deux droites Ly :2x=3y-l1=z-3etly r =(2-1:5+k(-1;1;2)
‘b Jesdeux plans 3x-y=3 et x-2y=4

45 Trouver les équations cantésiennes du plan qui a pour équation
(x:y:2)=(2:3:5) +ki1:3:4)+k (651 :-2)ouk. kg'ﬁﬂ]lt deux parameétres

ﬁ@ Trouver la mesure de l'angle entre les deux plans  2x =2y = 72=8
et 3x -4y -42=5

Pour plus d'activités, visiter le site : ‘www.sec3mathematics.com.eq
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_I'Epreuve (1 )- —_—=

Répondre a l'une des deux questions suivantes:
Question (1): Choisir la bonne réponse:

@ si Cﬂ'f =20.alors$ =0, (a3 (blg (els id)e)
@i B 0= (a0 by ez d 100)

(3) SIA(T:=1;8)et B( 1:2;4), alors la longueurde AB = unités de longueur
(al0 (b1l leliz d 13

@ X2y 72 dx-6y Bz d=est I'équation d'une spheére de longueur de rayon=_____unités

G (als  (bilo ell5 d 20)
@ Si Ly 113 - }-;2 - z?. estparallale i Ly : ;H—ﬁ : l _ z; slorsk=______
03_3 (bla [&ls fj:i‘ﬁ-)

-u.‘.'h
. 51 0 est la mesure de I'angle entre les deux vecteurs A’ =(-2:;6:1), B =(2;6;
Rlors 8= .o

(a 30" (blG0" el(20"d 180")
Question (2) : Compléter ce qui suit :

(1 Le coefficient de x* .(Iﬁﬂﬂ.- le développement de (3 - 2x)7 est égale i

x 1 2
@ 'ensemble solutionde | 0 x 3 | -8=0dansR est
0 0 x
@3) si A=2T +3‘T ‘mRk el B=67 -4 T 4K A LB salorsm=

a—"h

@SiA=3:0;Dea B=7 -2 +3% ;alomAxB=___

@ 1'équation de la sphére de centre (2 ;-3 ; 1).et de longueur de rayon 24’5 est

(&) 1/6quation de la droite passant par les deux poinis A(2-) 4 er B(-1.020est

Répondre aux questions suivantes :

Question (3) :

@ Dans le développement de (2x Elf} I'ﬁ'_. trouver la valeur du terme constant puis démontrer que ce
développement ne contient pas de terme contenant =

@) Trouver les différentes formes de Néquation de la droite X2 = 21 - % . 2
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() ‘Trouver linverse de la matrice = |

Question (4): ( [ 9 2 )

2 3 |
1 5 2
() Trouver les deux racines carrées du nombre complexe z = 2 - 203 i sous la forme
trigonométrique
Question (5)
/) En utilisant l'inverse de la matrice, résoudre le sysieme des équations x + 3y - 2z = 13 el

2x-y=2z=3cetIx+y-2=2

() Trouver le point diintersection des plans 25 <y -z=- 1, x+y+2-2=0¢t3x -y -2=6

| Epreuve (2) EEEEE——

Répondre a I'une des deux questions suivantes :

Question (1) : Choisir la bonne réponse :
O Si les deux équations 2x +y =1 et 4 x - 2 y = k admettent une infinité de solutions alors k=

(alo b | el2 di3)
@sic), ¢ =2:3aorsn= ... (a2 (b3 lel5s (d ]
(3) Six?+y2+ 22+ 6x -4y = 10z - 8 = 0 est I'équation d'une sphére de centre M, alors M=

a(3:2,-5) b 4-2.-5) 2 a9
@ Si A =(-2:4:06)et B =(0:k:3)ob k eZ etsi I AB | =T.alorsk=_.

a 10 b § cl6 [d) 4

@ Si @ est la mesure de l'angle entre les deux vecteurs A =(2:0:2)et T?? =(0:0;4),alorsB=__

(a) 30° b bl 45° IEJﬁU“ d o
@ Gilg- X L& niible Rl e At L i
fise 6 L parallele 5 - M — 3 vdlors ST
a 717 b 10 e 10 d |7
Question (2): Compléter ce qui suil : ;
i ) b4
Do-ats W= s 3 &

O Sia.betcsont les longueurs des cotés d'un triangle. alﬁrw sinA sinB sinC| =
&) Si A =142t B =(2:2: 1), alars la composante de A dansladirectionde B =
@) si X2+ v2 72 - 4K x+ dy - 87 - 2k = 0 cst |'équation d'une sphere de rayon 2475 Lalorsk=_.

@ Silcplan 3x -y -2z +3=0ctle plan k x -4y —z -5 =0 sont perpendiculaires. alors la valeur de
k=es
@ Si € (-1, 6, -3) esl le milieu de AB o Ak -2, -1.m+ 3) et b (2 n - 7, -2); alors
k=m-n=.___
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Répondre aux questions suivantes :
Question (3) :

= 2
(1) Trouver le coefficient de x* dans le développement de (1 -x +x ) (1 + x)!!
(2) Démontrer que la droite . ; b < y_: 2 % coupe le plan 3x + 2y -z -8 =0 en un point

puis trouver l'angle d'inclinaison de la droite sur le plan.
Question (4):
by 2-1-3
Q, Trouver le rang de la matrice [ | 2 |
352
Démontrer ensuite que le systéme d'équations 2x —y—3z=2 . x+2y-z=1 et 3x -5y
=2z =13 admel une solution unigue puis trouver cette solution en utilisant l'inverse de la
matrice.

2+6i

3-i 7

@ Trouver la forme exponentielle du nombre z = puis trouver z'!, 7 et V7 sous la
forme trigonométrique.

Question (5) :
(1) Démontrer que 'une des valeurs de l'expression v7 - v -1 estégaled /3 i
(2)Si (x-22 -~ (y+4P - (z-20=let(x - 4P+ (y -4 - (z- 2% =4

sont les équations de deux sphéres, trouver la distance entre leurs centres.
A _fpreuve (3) m——
Répondre a ['une des deux questions suivantes :
Queslion (1) : Choisir la bonne réponse

(1 La somme des coefficients des termes du développement de ( 1+ x)7 est égale &
a0 b s €132 A 51

Fal x|

@ Si x estun nombre complexe. alors le nombre de solutions de l'équation ’; _r' | :; i

=Destégalea

a6 b5 ¢4 d 3
@ Six;y:z) estle miiieg de AB ol A(—4 ;0 1S) et B(-2:4:-13) ,Eﬂofs' Xt YhZT S
) =5 b .6 c 3 a4
(3) Si A(4:-2:3) . B(l:2:k)etsilalongueur de AB estégaled y77 .alorsk =
al2 b 4 c 6 d 9
GSi A =(-1:3:4)¢t B (0,-2.5). alors IAB I =
a8 2y/3 b 33 el 475 dl5/3
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@ L longuetr de la perpendiculaire abaissée du point (3 : 0 ; -5) sur le plan
X -y 3y+4z -6=0estégaled B )
a4 b5 e 6 d 7

Question 2: Compléter ce qui suit :

(1) Siz=sin 60" - i cos 60" ; alors l'argument du nombre z =

111
)estégsﬂﬁ

—r

{2) Le rang de Ja matrice A = ( )
53508
(3) Drapres la figure ci-contre, k= e e

A

0

T=i027)
(4) La longueur de la sphere d'équation x* + y2 + 22 + 4x -6y + 82 + 4 =0estégaled

(5_) Si la droite ¥ 3"_” z e est paralléle A la droite o leS =21 . alors
-6 4 m 3
k-m=___
= . A ‘“2‘ fie E- | J—— . = -:-E
(t_'-) Si la droite a‘6—= fml = 1‘ est perpendiculaire @ la droite x_f = F_I , alors
== ' ) - :
Répondre aux questions suivantes :
Question (3) :
Q) Simix)"=3a 6ax+5ax2 - oineZ , trouverlavaleurde m et a

(2) Démontrer que le systéme des équations 2x —y + 3z=0 , 4x 1 Sy-z=0 et 2x + 3y—z=0
admet une solution autre que la solution nulle puis éerire la forme générale de cette solution.
Question (4) : _
) Sileyl=lopl =1, arg (zy 2" =81" ,  ang ’:%) )
trouver sous la forme x 1 y i le nombre (2,1 1 2,'%)

O Trouver la longueur dr: la perpendiculaire abaissée du point A (=2 ; 3 : 1) sur la droite
X +2 ¥= 3 _z-

3 % 4
Question (5) :

a b ¢ ® B oe?
@ Démontrer que a2 2 |IT | a3 » & ‘j_ A

be e¢a ab [ C' B/ | 6em

(2) Dans la figure ci-contre , ABCDC'B'C'D' est un parallélépipede ,.-‘15‘
rectangle Trouver
BD + CA'

! Sem B
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LS f-preuve (4)

Répondre a l'une des deux questions suivantes :
Question (1) : Choisir la bonne réponse :

Osn el el 221000 alorse=

a3 b 4 <5 dl6
logg 3 9
@)si| o logs 7 =4jalorsx=__ .
] 0 Iug;
al 16 b 32 ©l64 dl 128

GOSi A =(:-1:2); B = (0:2-3; T =(2,1,0),alors 137 -8 + Cll=

al8/3 b €12 (d] 97

S v 1 B Z+35 o _ . X _ ¥y-5 _ 76 "
@51 Li: — T = = —=—=iL perpendiculaire a Ly ST alors

ki1 2m=___ _ _ B

al| b0 (el 2 dl4

+3

(5) Lamesure de langle entre les deux droites x - | = :’T =-z+let-x=7+3,y=4estégale

A

‘a 45 b 20 ¢ 135 d s

@ Les cosinus des angles directeurs du vecleur (23 -4; 4) sont

a2, 4.4 b(l,-2,2) @ Ti9 @Dgrs: D
Question (2) : Compléter ce qui suit ;
(DG T@ i 3@ (370 30) =
) 2 4
(2) Lerangde lamatrice A = | 3 3 | estégaled
4 12

(3) 1e centre de la sphére x2 - y2 4+ 22+ Bx 12y 4274+ 1=0est
@- Si ABCD est un carré de longueur de ¢dté 10 em , alors 'ﬁ . ﬁ = —
@ Le vecteur unitaire dans la direction 'dc-?f': (2:3:2¢3)est o .

(6 La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (=2 :=3 ; 1) sur I'axe des x est égale
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Répondre aux questions suivantes :
Question (3):
(1) Pour x = 1 , trouver le plus grand terme dans le développement de (3 12 x)°
@ Calculer le volume d'un parallélépipede dont trois cotés consécutifs sont représentés par les
veeteurs
— s . —
A=(1:;=132) B =(3:-2:0)0 C =(0;2:4)
Question (4) :
(1_) Trouver les facines de l'équation Z* + 4 = 0 sous la forme trigonométrique
(2_) Soient A : B el C trois vecteurs orthogonaux deux a deux. Trouver:
.—""'—""—h‘b s = o0 =3 R 2 3 -4
a SilzA-B=3Cl SlA—(E.T.-Z—S-].. . —( 0 = )wouver C
Question (5):
(1) Etudier la possibilité de la résolution des équations x + y =2, 2x + 3y = 3. Ecrire la solution
si elle existe.
@ Siz=sin %‘ ~icos % . trouver (z) sous la forme trigonométrique puis trouver les racines
cubiques du nombre (7)”

_———— fpreu?e (5) T—

Répondre a I'une des deux questions suivantes :
Question (1) : Choisir la bonne réponse :

() siz6 AL ' =9 AL Lalorsn= (a1 (Bi2 [e)3 (d) 4
‘(ﬁ) Si les denx équations x+y =2 e 2x+ky =4 admetlent plus qu'une solution . alors kK =
(a -2 (b -] el] idl2)
L — — — — — — — —_—
@)SiAB=371-3] -7k eaBC=] =5k .alos||ACI =
(a 13 b 12 ¢ 10 1d 09

-7:3; l{))etB =(-4:-1:-2) . alors le vecteur unitaire dans la direction de AB —

@5k~
o3 4 NP N T 3 4 e Y
8. (33: 13r1ﬂ b (i) )G 13-13} d({3: 1313}

GSiA=(-1;2) B=3:-201 T =(0:2:4),alors A *B xC =
a 10 b 12 ¢4 d 16

(6) La longueur de la perpendmulatra abaissée du point A(l : 0 : 2) sur la droite
x=2 _y=l =z-

= 3 estégalen
a1 426 b Y26 e Y26 d 426
+ 5 3 6

PR
AOA

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace — Algebre i1



Question (2) : Compléter ce l]lli suit :
S e T [T
@EZIE)L’. prr A 2 yes er-

(2) Si les coefficients de t; et ‘L;,- dans le développement de (a  b)" sont égaux,alors n =

(3) Le cosinus de 'angle entre les deux droites :

ool Bl g .
TR e etT‘”—_Pz -Testégalaa A

-

I
Omnslaﬁgumcmemlre SIBCI=V6:IACI=V2; Em-*(lnl} /\\

alos BA+ BC= C 78 B

@ La forme standard de I'équation de la sphere de centre (3 ;4 ;-5) qui est angente au plan
¥Zest ..

@ La forme vectorielle de I'équation de la droite passant par le point (2 : ~1 ; 4) et ayant pour
vecteur directeur le vecteur o =(4, 7, 1)est ..

Répondre aux questions suivantes :

Question (3) :

@ Dans le développement de (1 + x)!8 selon les puissances craissantes de x, Si si le coefficients
de 1y, g et 12 sont Eganx, trouver la valeur der

(2 Si la longueur de ls perpendiculaire abaissée du point (05 -1 2) sur le plan  ZTx +y -2+
k =0 est égale a 2unités de longueur, trouver la valeur de k.

Question (4) :

G) En utilisant I'nverse de la matrice , résoudre le systeme des équations suivanles :

x4y -2z=10 , x+2y+2z=1 el Sx+dy+3z=6

@ Siz) = ﬁl:—? vy = '12-61 el z=4 (x) - #a). trouver sous la forme exponentielle les racines

cubiques du nombre 7.
Question (5):
-1 ab ac )
@ Sans développer le déterminant, démontrerque [ 0 =al+bP+ed+ |
ac  ch Erl
@ Si le plan 2x - y -2z +12 = 0 coupe la sphére d'équation (x + 3% + (y - 2% - (z - 12 = 15,
trouver |'aire du secteur obtenu
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| E"_prelwe (6) , ]

Répondre a I'une des deux questions suivantes :
Question (1) : Choisir la bonne réponse :

(‘D Si Ci ; C4__ | =8:5alorsn=_. .

n

a5 b 7 c/'8 d 9
1
(2) Le coefficient du terme médian dans le développement de (3x - 6)/0est égale d
O o b O @ 5
(3) La mesure de l'angle entre lesdeux plans x =y —1=0 et y ~z—-1=0 estégalea
a 30° bi45° . 60° d 75°
@siA=@2;1:Yet A+ B=C*B.aosB=__.
a(2,-1,-2) b'(2.1.-2) el(-2,-1.2) d (-2.-1.3)
() Si A(-2:0:3) et B4 :2:-5) . alors NABll= unités de longueur
a2 b 40 el d /04

@SiALB.ALT.B=(23%2),C=(1:21)ellAl=4/2 ,alors A =
La (2;3; 1) b (-4:0:4) e (4:4:0) d (0 -4:4
Question (2) : Compléter ce qui suit :

o ol 1 _ i . )
DU-g) - -5l - o) jusqua 10 termes =
-10 0%
@ Le rang de la ma.l—rice(-l -1 0 | estégaled
S
! I ) =1
@ Le vecteur directeur de la droite d'équation = 3." = Z.JI (¥=1a) estégale a
(&) Sila mesure de Vangle entre les deux droites——=—3 =2 et X = ¥ = % i goule 260" .

c 2 I 2 1 -1
alors a= '

@ SIA(1;0:0)etB(0; 1; 1) appartiennentau plank x =y +mz-2=0.alosk+m=

() SiA=(1:0:2)et B =(2-1; 2 alors(A xB)el(B « A)=
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Répondre aux questions suivantes :

Question (3) :

@ Si les coefficients du quatrigme (erme, du cinquigme tlerme el du sixigme terme dans le
développement de (2x + y)" selon les puissances décroissantes de x lormenl une Suile
arithmétique. trouver la valeur de n.

@ Une spheére de centre (1; 2; 1) est tangente a la surface du plan  x -y - z = I, Trouver
I'équation de la sphire

Question (4):

(_:l} Ftudier la possibilité de la résolution du systtme des équations 4x = 3y - 5z =
6. 3% + 2y +4z =12 el Sx - 2y - 7Tz = 1., Trouver ensuite 'ensemble solution de ce systeme
d'équations en utilisant l'inverse de la matrice

. j R < £ . E_ i ;
@) Siz =1 “;Tz LW Ly =sin 3 vicos 3 L it=-l ctz=%‘_ : trouver sous la forme
trigonométrique les racines cubiques du nombre z =

Question (5):
X a b

(1) Sans développer le déterminant, démontrerque| &« b [=(xra b)) (x-a)(x-b)
b @ X

O Trouver les différentes formes de I'équation de la droite passant par le point (2; 1; -3) et

paralléle 2 la droite d'équation —— . ; I = ek

Répondre a I'une des deux questions suivantes :

Question (1): Choisir la bonne réponse :

v 10 7
US:(E{} =Cgy ctA, =90+ A% 5 salots(n-n)!=

‘a zero b1 c' 10 d | 20!
051 le systeme d'équations 3x -2y - z=0,6x -5y +2z=0et 9x- 6} + kz=0 admet des

solutions autres que la solution nulle, alors k =

|5|Q |_t3|1 c '3 El.c[

(3) La longueur de la perpendiculaire située entre les deux plans
‘&x “12y-42=%e13x - 12y -4z =-1Test egalea . unités de longueur
a2 By 3 ¢4 d'5

@,Sl A =4 ki6); B = (sz)&lAHB alors k +m= =
-3 (b] 2 &) -i A zero

()Sl la droite x = 3y = a2 est parallele au plan x =3y +22-4=0 ulorsa=_
a3 bl2 c 1 ﬂ' -1
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(6) Si A =(1:-2: 1): B =(-2: 1: 2). alors le vecteur directeur de A dans a direction de B

4.2, 4 ; z 4 o) c2d, & =2y ¢ 4. _z
Question (2) : Compléter ce qui suit:
3+ 5w 5+3£ﬂ1 N e -
/> (5 +"-&?* D Yo -@Lemng.de[amamce A:( 1 1-1 |estégalea .

1-347
\:i_l) La mesure de l'angle entre le plan X: x-z + 1=0.etthe plane Y : 2x - 2y - z=0, est égale &

{(4) La longueur du rayon de la sphére (x - 2)% + (y + 4)? + (z- 5)2 = 64 est égale &
unités de longueur

G)SiA =(4:-5:1), B =(2:k:-2); C =(:4:m-2)et AB / C :alorsk+m=

@ SilAl=21R1=3, |_IfflI =12et A: B: C sont orthogonaux deux a deux, alors
IA+B +Cl=

Répondre aux questions suivantes:

Question (3) :

/) Siz = {sm RIS 9 ] » 23 = cos %I” + 1 sin %}4 et z = “L: trouver sous la forme
- 3 A 7y
espuncnuelle Ies racines carrées du nutn_bre' . 2

O Si A =(2 cos 8 lngx 5in@) ; B = (cos @ ; log27 ; 28ind) et 7;: . Tf = |1, rouver la
valeur de x. 3

Question (4):

(1) Dans le développement de (1 - x)" selon les puissances croissantes de x Si ty = 17 et
3 1, % 1y = 544, trouver la valeurde n et x

@ Sans développer le déterminant, démontrer que

g=b+2 a b
| Zavrb-1 h =2a+b- 1)
1 a a=2b~=1

Qu_esti_o_n (5):

0 21,» z
() siA= 3 ersi‘A=A" , trouver Ta valeur dex, y etz
X

-y z
(2} Trouver le point d'intersection de la droite x = y = z avec le plan x + 2y - 3z = 12
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C— iEpreuve (8) ee————————

Répondre a I'une des deux questions suivantes:
Question (1): Compléter ce qui suit :

G)Sitl+logx)!=loalorsx= . ou
Lo 1 T
@si| | 2 3 |=S.doslivaleurde| { 2 3 |=

a b ¢ a+5 b=5 c+5

(3) La mesure de I'angle entre les deux droites 1, =(-2:5:-7) +k (-6,6.8) et 15 =(1:-2:3)
~k'(4; 12: 6)est égalea

@ si IA =411 Il=6 et la mesurc cntre les deux veeteurs A : B est égale & 60° , alors
— — — —
ZA+#BICA-B)S

@ L'équation du sphére ayant pour diamétre AB ol A(7:1:4) . B (3: -1: 2) esl
@ Si _E =(12r4); #ﬁ‘l =(1:l:k-1)et IIT;; 4 *ﬁhlf =7 unités de longueur. alorsk=_

Question (2) : Choisir la bonne réponse:

. at+b? : 3 o
@ Si —% =2-3ialorsa=xb=__ oilnceRetbeR
a6 b 5 €5 d 6
: [0-23
(2) Le rang de la matrice = | -2 4 -6 |est égal a
369
a3 P2 ¢ | d zero

@ Si ABCD est un parallélogramme tel que TB =(2; 2:-D et ﬁ = (-1; 2: -3), alors l'aire
du parallélogramme est égaled  cm?
a6 b T ¢ 310 d! 70T

@ La figure ci-contre montre un cone circulaire droit de périmétre de base = 127 em ;
M

Si C est le milieu AM ,alors BC » CO =

al43 b 40

37 d .33
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G)SiA=1+j+ketB=2j-]-k.aosA=x(A-B)=

A ik b/3 13k lel37 -3) 43 -2

(6) Si L :x=0,y=zetLyy =0, x=2zsont deux droites dans I'espace dont la mesure de
I'angle entre elles est 8 Lalors & =
a 45" b 60" €70 d 90"

Répondre aux gquestions suivantes :

Question (3) :

@ En utilisant l'inverse de la matrice, résoudre le systéme des équations suivantes :
2x-y+z=-l,x-z=2etx-y=3

@ Trouver le point d'intersection des trois plans 2x + y - 2=-l, x -v+z=2el 3x-y-72=6

Question (4):

2,

() Sizg=1-yTi.za=cos0 isin@etzy=(eos L ~isin & Persiz=42

v trouver
. _ . 3 .
le module et 'argument du nombre z puis trouver sous la forme trigonométrique ses deux

racines carrées pour @ = %

@ Pour le systéme des équations suivantes, étudier la possibilité de trouver une solution autre
que la solution nulle :
Xx-3y-2z=0,x-8y+8z=0et3x-2y+4z=0

Question (5) :

(1) Dans le développement de (x> - ’L)J“ selon les puissances décroissantes de x :
2x

i démontrer que le rang du terme constant est (2n + 1)

b: trouver le rapport entre le terme constant et le terme médian pourn=4etx=1

"-,:;.j) Si les deux sphéres (x - 3)> + y? + (-3 = 16 et (x + 1)* + (y - 4)* + (z - k)> = 25 sont
tangentes, trouve la valeur de k
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e il%preuve (9) Eeeee——————

Répondre a I'une des deux questions suivantes :
Queslion (1): Compléter ce qui suil:
(Si AL, =360et(2x 4 y)! =5040, alors €, =

atl 3 2
(2) L'ensemble solutionde | 0 a1 5 [=21esl
0o 7

@‘ Le cosinus de l'angle entre les deux vecteurs A =(1:-3:00et B =(2:03 1) est égile &

C‘D Si T!r =-['7_,__t, . 'ji* L k) est un vecteur unitaire ; alors k=

@ Si 7{ =(k;-3; 1)et ﬁ' =(2; 3; -k) sont orthogonaux, wlors k=
Question (2) : Choisir la bonne réponse :
Qa0 a-o @ o=
241-3%
@ Le rang de la matrice A = (1 2 i ) L
312

G)SiA=(3-2k.B=0:m:2et A/ B ;alosk= _ etm=_

@ Si la mesure de 'angle que Fait A =204 k} avec le sens positif de l'axe des y est égale

45° ulorsk=

@ Silesdeux plans : X +2y ~kz=2¢€t3 x-y - 2z -4 =0 sont perpendiculaires . alors k =

@ Dans la figure ci-contre, ABCDA'B'C'DY est un cube de longueur d'aréte unc unité, alors

—= —
AB" * BD =
Répondre aux questions suivantes:
Question (3):
@ siz=2(in% vicosZ)z=yT inZ-icos L) zy=1- VT i

1133 ZE“

Al

etsi z=

trouver sous la forme exponentielle les racines carrées
zy /
du nombre z . ¥
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(2 Si le plan 2ax - Jay + 4az + 6 = 0 passe par le milieu du segment joignant les cenlre des deux
spheres x2 + y2+ 22 < 6x - 8y - 22= 13 el x? - y2 - 22 - 10x + dy - 22 = 8. trouver la valeur de a .

Question (4) :

@ En utilisant I'inverse de la matrice, résoudre le systeme des équations suivantes :
x-2y+2z=2 , 3x+4z=10 et Bz-y=5
{2) Démontrer que le terme constant dans le développement de (x2 +_113_ )" oiin €% est éaale
i (Gan '
(2n)! (3m)!
Question (5) :

@ Trouver la valeurde k pour que les équations;:kx +ytz=1 x1ky z=1
X - v + k z= 1 admettent une infinité de solutions.

@ Troulver la longzueur de la perpendiculaire abaissée du point (-4 ; 1 ; 1) sur la droite > I _
Yol mes '
= :

—_— Epremfe (10) ————

Répondre a I'une des deux questions suivantes :

Question (1): Compléter ce qui suit:

Q) six= '—EL‘—‘ o i =-1,alors la valeur numérique de x5 +x*+5 =0=__

@ Sin!,(n-2Y etn (2-n) sont les longueurs de trois eotés d'un triangle. alors la valeur
numérique du périmétre du triangle=

(3)Si A =(2:k:-3) est parallele & la droite d'équation — - 2 4= % calorsk=

@ La mesure de I'angle que fait le vecteur A =(3:4; JT7)avec le sens positit de I'axe des

~ abscisses est égaled ...
) Sileplanx-3y 1 mz=5ctleplan 3 x - ky + 6z= 10 sont paralldles, alorskxm=__. . .

@ La longueur de la perpendiculaire située entre les deux plans 4x + 6y + 12z = 18 =0 et 4x +
6y - 122 - 10esl égaled

Question (2): Choisir la bonne réponse :

@ 1-6x- 6X5 X2 - 6x5x4 e sxP—6d alorsx =

- 2% 3x2% |
(&) <] b3 (e)4-1,3) d 2
5-3@* 2-7@2_

2 ey = =

O ¢ Sw-3 zmﬂn}
&) 3 (b) 3 (e 3§ (d) -3
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(3) Siles deux droites: X1 = ¥-2 - 2-3 o X _y-1 % sont perpendiculaires.

2 3 4 3 4
alors ;alors k= | =
alg b4 c % ¢,'-~'g—
@ La forme standard de 1'équation de la sphere de centre (3 : -2 ; 1) et de longueur de rayon §
cm est
8l (x-32+(y-2+(z+ 1) =5 b o(x+3)+(y-2P+(z+1)?=25
elx-32 0ty 22 i (z-12=25 di(x-32 4 (y+ 2P v(z- 12 =/5

@ La mesure de l'angle entre les deux plans x + /2 v+z=5etx -2 v+z= 1 estégale i

al b 45° c 9 d 35
(6) dans la figure ci-contre, : ABCD A'B'C'D' est un parallélépipsde 7 A
rectangle. SI A(4:050),C0;9:0) et O ;0: 7). aloss | AC I D' C'
i . A' BI
a 146 b 13 0; -
els d 20 3
A B
Répondre aux questions suivantes: A

Queslion (3) :
(1) Dans le développement de (2x -3)!5 selon les puissances décroissantes de x. trouver la
valeur de x telle que 13t; ¢ 10y, - ts=0

vz X X b oz v
(2} Sans développer le déterminant, démontrer e g = gy Iz @«
7 7 Xy ¥ -3 0

Question (4) :
(1) Démontrer que : (L8 0<icos Oy _ o 1 @ gy 4 ginn(Z - 0)
| ~sin@-icos @ 2 2
(2} Trouver I'équation de la droite passant par le point (3 ; -1 ; 0) et perpendiculaire au plan
T o=@ )t 25-1)
Question (5):
(1) En utilisant linverse de la matrice, résoudre le systéme des équations suivantes :
Lo, boy o b By o 2,8 A _u

= -—— =

Ay 2 Xy
ol X ;Y etz ne sont pas nuls

_—
=

-3 x ¥y =z 3

@ Trouver la compaosante vectorielle du vecteur ﬁ telleque A(2; 1:0)et B (3 1. /3 ) dans
la direction de 3§ ot 3 =(3:2:2V3 )
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@ Réponses des exercices @

Unité (1) : Arrangements, Combinaisons et
formule du binéme

Réponses des Exercices (1-1)
@ @ @ e @ 'a
O w40 GD 14

O}
o
12 2520

@3 @ 2401 b 840
4D e 24 548 @& 40
@'-;A n=2 r=8 B n=7T r=3
¢ n=7 r=4 dr=2 n=S5
@n=3'4: r=2l @1—,;5 n=16

®r=-4: n=7

@ La plus petite valeur de la variable est n=3

@r:E;n-—*II @E @r:
@:,xy =0:2xe{0,1,2.3,.;30} :¢ix=30
}f=‘-—21-.";iql1=g9--,'r'=;-£'

29 ne {8.9.10...) 26 min=20
@)@ n=2 bn=20 én=6

28 r=8:n=79

@n.jg_.- n=13 o0 n=12 B =5 . =9

@i, r=4 = n="14 B r=4 ;n=|2
e r=2 dotin=10
d n=13 e r=10 : n=10

306 G0 33218025
54 1260 (3 18480

Goa 4 B 10 & 20
D@9 & 20 @ 54
38 a 4956 252 o 369
Réponses des Exercices (1 - 2)

'.::I) 1Al @:d' @ d
e @ Db
@Za_.: ®X=I x=-3

1 a 10151 b 0986 ¢ 2003

@|c:
@ e
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; @ Démonstration
4« 1654+ 162+ 64524 # &
B ox7-5% ¢ [0x-10x" « 5}:_.] .
c 2x4+24 x2-8
d 180x + 480 x* - 64 x7
@n=8x=x2 {@n=14
0 2ab=1 @8 1= 924 x5

49 5= 2317 tp =924 x4
2

! =% Yo _ L
@843: ;Dx—g L 20
& x=ts
Réponses des Exercices (1 - 3)

1) % 2) e 3 4, ¢
e Qe Qe @

e @8 Qv @=»
s e

@' lg =495 @ ]'%211

43 11 n'y a pas de terme contenant x°
a4 4608 - 3376

Le développement ne conlient pas x°
Gz n=150e 1920 G2 C5,
fi@ Le terme constant = Cﬁﬁ
19 Sir=3.alors k=1 S-i r=4 alorsk=2

Sir=5.alorsk=5 : lU

@' a=2 @-a :i%@&:i -T?'
@ 1 est le lerme constant = 84
Les deux termes médians sont t5 1, x=-1

G | oS 21
@_4;?(«‘-*:.3, 25/ 55

Réponses des Exercices (1 -4)
Qe @& Ga @s

= 15 e X . 28x% 10
Oz 65 off oy




4
Ok

@n=s
@:1:8

@ ty et ts sont égaux et ont chacun la plus
grande valeur numérique.

@n:ﬂ

Réponses des exercices généraux

oF

@ n=5 a=2:b=3

9,/c @ c

GZr=3 n=6 QJPn=10 m=4

@@r=4 a=10 §Pa=10 =1

@@r=7 1n=11 §Dr=4 n=10

48 @ 1530 & 111 49 n=6 r=5:35

@r=8 n=79

@ =3 Laplus petite valeurn=35

@2) En dérivant par rapport i x
Enposantx=1 mn=20-1

@ & Enposant x = | dans les deux membres
b En posant x = -1 0
e Enposantx =3 410

Gy n=15 =10  1,;=3003

@3 n=7 (26 n=29 10! =3628800

@ n=9

@8) Les termes sont Ly, Ly, Lo gy

@n=10;m=3 =252

@ tys est le terme constant

2 3
e=14 ]

@ X= é— llijl' n'y a pas de terme constant
B2 Les termes sont t5 : t;, t7

&x=3

@m @x-~ 36 a+bx?=0
@n 9 @x i%

Troisieme secondaire —

Livre de I'élove

@3 n=12¢c=1

.q
@n-&ﬂ x=%
t1

@n=8 x= =%2
@2 (1) 924 x (2),=C13 {%)a o
G940 GIn=20:x=V2

Le développement ne contient pis de terme
constant

45y r=4 r=3 c=%
" 0 21°
4 r=10 W=C3 % )
@) ar=6 k=3r=7k=7 b ==
2]
48 Démonstration
5 1
Pr=2 n=hHh y=
a9 = Y=755 .
a=+Y1 b =2
@u-T G-
@_:‘;—:T?‘!ET 130“1'5:3% =15

N 3 2
é?/ r=6 X =.§ @ ‘i_l
Réponses de I' épreuve cumulative

e @e @v @

'EJI

e @n=25 x=x;
G)a n=10 B r=2 =45
®n=25m=rs
o)1) 105 2) 6
= — &
@11-16. x=it3
Unité (2) : Nombres complexes

Réponses des Exercices (2 -1)
)03, @& x
®s @1 G-o
Dz d @ 120°
@ 4 (‘cos (-60%) + i sin ( -60°))
a0 8 i 600G =«
@-LiLi §® 180

B2 et o

481 (9 3(cos 120° - isin 120%)

-6

G 1

GPS For Prl nting



@ & Sfcms% + isini)
b 4(ws{—56 )+ isin(- 2% })
® V2 I,c-os(—T)Hﬂln(— TJ_)
4 5(cos 1269 - isin 1269%)

@ 4 (cos (40) +i sin (-40))

8252 g w0r; &
: ol s 57
i @, @i
@aidIi  w-iTiT
IJT 3.
c 5 -21

3 (cos4d5  isin43)

_ 11 .
CETRL d 7

Réponses des Exercices (2 - 2)
() @ Beos*8-Bcos?1-0
b 16 5in°20 - @'sin* 5 -0 sin®

@ w2 2i 2 2
bZy=l+3 1 z=-2
ﬁ3=1*ﬁi

o =21 zy=-/3 -i
Zy=+3 -i
@ z, =3 (cos 36 "+ isin 367)
Zy=3(cos 108" « i sin 108%)
23:300
zy=3 (cos (-108") + i sin ( -108%))
z:,+3(c05(-36 )+ isin(-36%))

@Z;"'—‘Fﬁﬁ 73 _'_"r}—eT
Zg‘-'i"?t?-iﬂll Z,4='J4._C-‘?f[
@ &l zl=ﬁ'-[ ?‘22' J_—4-|

bz]:tﬁ[cm{ L)+ isin (< }]

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace — Algebre

zZ, =¥2 (cos (-—) 1 sin (-—-)J
e 71 =2+2i ?.2---2 2i
d44i;-2-7 ek (3-21)
(6)7=2  7,=2(cos 120+isin 120)
zy=2(cos( 120%) visin(-1207))2

s g v g
@zlq{,m s

7.2 = CO8 34&* sin j%
Z3=¢cos (- T] +isin( - %f )

zy=cos (- ) +isin(- 7
() pourk=0 L'expression =2+ 2]
pour k=1 L'expression =-2 - 2i
@- zy=2¢ v
Q0 18-26i:-18+261
a1 cose = % [cos44+0cos23-0]

# 2s=2e -7

Réponses des Exercices (2 - 3)

C-92@9 @1 @-

s @2 G- @4

&2 G002  GUo-be

@21 @+/7i

av Ly 433 4o -

i1 s

@:p‘_g 2 b -l ¢ -l d% e

G0 @) xP-x+1=0 :

@ -21  algébrigue
2=2(cos (-2 +isin(-Z) trigonométrique
2e A ﬂxponentielle
F(cﬁah—')-jsm(-—))
J"(cos(*—’i) ~isin (-25))

Q4 n=3koikey

@E | 1@ b 12

Réponses de I' épreuve cumulative
431 @ 2(cos 120 isin 1207)

G3y90-0° @ -ive




1
d

e

@
@ / -
%
aw

m =1

N
-4

e

B = Es

© z;Zy = 9(cos(-105)+isin(-105))

d “L =3 (cos 45+ isin 45)
@) & z)=Tei bz;=35 et
e 7 :‘% € §1 d 7= 7607
-
e zs=4¢

&) module z=2 cos 2

I
25

®e Da @b
@s e @e
95 431 Ges
b3-3i e 2420

=33 (cos 150 - isin 150)

=43 (cos 105 +isin 105)

Réponses de I' épreuve cumulative

(1) a Premier b Troisitme

@3:-1

@ K. & 2'.1 .

e 4

@i

COS{—)

O-stx
'63%

(cos ,'-;Lf +1 sin - _2'1"'}
2( cos %’Lﬂhm- ) =B )
@313 i) (eost- T pisin-F)

£ 0 §T: =%
L 457 w500

cos %*iﬁﬂ‘%

1§in {*—)

i

2 (cos 9 11 8in - %}

28 e 20
(cos (5= )+ isin- =55)

.v”_eﬁi

+151{1( % 2kr)) onk=0,1,2.3
Oze
@Il +7

I—cot 9

Troisieme secondaire —

argument z = -

e Quatriéme

2=¥6 (cos({5+2k7)

Livre de I'élove

D 3

-

I |
the two roots dre —— ( cos——
7T %

-3
i (tm—*iﬂ -isin 4 )

s

Unité 3: Déterminants et Matrices

Réponses des Exercices (3 - 1)
@ Qi (@

®8 @5 @

@4 @e G040

@-2 @x—-

@x =2 KJ—S'F
-I*J_Q -

9 x=1:x=
o @o

Réponses des Exercices (3 - 2)
) b @ sl 3 )E

=

T Y cos B sin @ _
ol (O sec @ -.Hﬁia

] = ( =1 ,!.ar_'e )

i [L 00 130
De'=(31g) Blo 1o

Réponses des Exercices (3 - 3)

OF' Olnl @ b

@ 8 @b

®a W

4D @) x=8:y=-12
pl=2"b=1] (€&
(@l b=7;0=0;d=-]
@) x=1%y=4 ;z=12
) x=1;y=2:z=3

c=3;

- - Z L iin &
dL,z=@ 7= ( cos 5 t1sin 2)

£isin %}

@ e

GPS For Prl nting



b X= z=-2
e x=-2 y=| z=1
'.d'. X= 2 Y= z:[

& Demonsisstion
@@ x=L;y=L;z=-L

b x=-2L;y=z=L

e x=Liy=Liz=-L
Réponses des exercices généraux
Do S @0 Do
@iB @.(:44) @1

105

@ k=-1 @ k=-4
9 2.-1.3) @ (432
8 Solution générale = { (-2k, k. 0)}
@9 (1.-2,2) @ (1.-1,2)

@ L'équation a une solution unigue

Réponses de |' épreuve cumulative
) m @-(-—l?- 4 ) G) +4
6 -1°

@1 Go
@1 @3
42 (1.2.3)

@ L'éguation a une solution unique
46 (a A n'est pas singuliere

b B est singuligre

‘e M n'est pas singuliére

4 D est singuligre
[Il] Géométrie dans I'espace

Unité (1) : GéEomeétrie et mesure dans deux et
dans trois dimensions

Réponses des Exercices (1 - 1)
Do @ xz:y=0

3 640:06,0,2) @23
G) 224 (y+ 12+ (z 42 =25
®1 @5 ®ade
@ X2 y?s 2 =25

& R-{13:-1}
40 r(a)=2

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace — Algebre

@ (x-2P-(y+3P-(z-47%=16

(WWa2/13 53 ©5
12 a 3/3 unités carrées
b 2 21 unités carrées
a3 (3,0,00: (3.3.0): (3.0, 3)
(0,3, 0); (0, 3,3):((0.0,3)

(353.3): (0,0, 0)
44 322/
3 3 9.9 13
45 s (5 -il-;*g] b (—g—_.g,‘f]

2 a (J§2-3)2 +(y= 1P +(@z-27=7
b (3:3:-1)
R} SV sy =Pz 1P £
e (17 (y 67 (@1 =42
48 a Le centre =(0,0,0) .r=3
b Lecentre=(]:-2.0):r=435
c Léce-mre:if%;-'%:-l]; r=1
A9 (x-32-(y-32+(z-3)2=9
@0 (1:0,2) 21) 4 length Unité
@ z=2 @3 Zyad's answer
Réponses des Exercices (1 - 2)
OrE &7 -s7rax
() a1 57"36° O
OF= (7)6861°
®-T-67+% @Rkd
an a (6.-5, 1) b (8.9.2)
i (2-3:2)
DERTER)
© (2, -19.27)
@RaJs w3 = 1 @ 171
@ Démonstration @ (-14, 7. 14)
@ A =0.y:2
GOIA+BISIA-TB I

b (4,-3:5)




S e

i+ j-k)
Réponses des Exercices (1 - 3)

o @7 @2

(@) orthogonaux

(5 paralléles (&) 142.125°

@2 @ &7 @M.

av 5702° G2 3

A3 a 10 b 28 © 0

A4 a 3251° b 987° o 90°

G$-15 7 -77-9k blOi-5]73k
@ MT T

16 2144 b -l4€ ¢ 144
4288€ e 0 1l4dEe

@-(- '7;; ,5 ;,1

YI5 475 ¢ 7%1
a8 & 167183 unités b 3 ¥

@lg' 3 b 4RO

@ 9 unités

@)a A: B nesont pas orthogonaux
— —

A ¢ B nesont pas paralléles
b E ;O nesont pas orthogonaux

— —

E i O nesonl pas paralléles

—Tm

© A: B nesont pas orthogonaux
2B sont paralleles

Réponses de |' épreuve cumulative

Xz, Y=0

@ = 6:8;0) ® (0:8:0)
e 53,13°, 36.87°,90°

G G:3.2) &) Tou-t

& 512 © 45

@y=0 &) x> y2- 22=14

Owbl 0o

@ KA+E2-Fi=|

@ axe des y

Troisieme secondaire —

Livre de I'élove

46 (0:0.3) 3
@c'_.f*g}

657 122568 1 110292 &

@ Démonstration
@ 6. 1.-n

D 31 96°
50 % V14
VITA I=IBI=1 6=90"

2036 b 36 ¢ 0

@ -23 @ - 400 joule

@ a Démonstration b Démonstration
Réponses de I' épreuve cumulative

L4 @3 G

@ a (0,84 B (0,0.4)

G 1)+ (y+3P+@+1)12=13

& (3;-3.13) @(%ﬁ 2 ;3

) 'ETIETY
@+ (s (o3
..1_'?‘ 18 42 90° 43 9 square Unité
D) xz +(y-4)P+z22=16
©m

Q@ £21(7 + j + k)
9 (:24748,36)

48 @ (1:-11,-5) b (6;-66;-30)
c {-"'":?.‘-2 1)

a9 ! L)
J_s' v‘T af_

20) 6, = 64896° 6, =12445°
31:-45

Uniteé (2) : Droites et plans dans l'espace
Réponses des Exercices (2 -1)

G0 7 =213k () 4 2)

2o 36 (,

\5, (2 i=23 1) , s

GPS For Prl nting



w0 i 3 5 4

@E{j x=4+2k.y=2+k:z=5-k
x4 y 2 7=
2 I -1
B x=32k;y=4]-kiz=5+k
Xx-3 _ y+l _z-5
2 0 1
el x=3+3ky=-2-06k;z=-k
-3 y42 3
3 6 1
M) x=3+ k,y=2+ k;z=5+k
5-3=y-2=2-5
@) T =3,-2.2)+k(1,4.-3)
@@ _;.- _’{J- ;_21]}'+k{_11 14_2}
BT =8l ek(4: 1)

—“h

(&) T =(3;1:-2)+k2(-19,-11,4)
40) (a) 60° 30'41" b 534123
! 84° 220"

- 7 2

B G Cytby by er=0
@“F":u'J 0y k(53 1.-1)
Be=7: (5155 )
Réponses des Exercrces 2-2)
D Qe Be
oL Be &) b
&) 2x-3y-4z2=21

‘a N'appartienl pas

b n'est pas paralldle au plan
(8) (@ (3,0.0) bl (-1,-2,0)

(@) (2 I;3) 5 (-1 2 D (4. 3.0)

@) (1,1, 1,)500,2,2)5(2,0,0)
(©) x+2y-32=0
A0 4x-10y-Tz=-2
@ -4x-10y+7z=2
44) (a) 2% 43y +52=27

Livre d'algébre et de géométrie dans I'espace — Algéebre

-2

2x-dy z+4=0
8l ~xi13yi2z=0
45 4,2.3)
de (10,5,4)
7@ 2=0

&) y=0:y=5:x=0

T =20 direeted form
b z=2

®l 9 _LITF + 16z +23=0

¢ 5953=6"
@@ =(-1,2.1) (b 24§

d L'éguation vectorielle de la droite

d'intersection est

T =0, 76 T )+ k(195-9:37)

Q1@ 3y+4z-20=0

b x+2y-2z-12=0

g) F=35 p=2

@ L'équation veetorielle de la droite

d'intersection est

T =(2,0,9)+k(2,4,3)

(] X=-12 X=3
Réponses de |' épreuve cumulative
Ob @a e Qe
{5} ¢ @ (& O ¢ @ b
@4 @a @5
a3 point (1.-2.7) G2 cz -1,2)
@5 (2.4,2)
@ La longueur perpendiculaire = %5]‘
Réponses de ' f%euve cumulative
Der D=
G x=-112ky=-k2=3-3k

60" (5)5x +2y-32-19=0

25 @Deh20 e
@' C @ a e
@2e




."! /-9

X _ = _ .

3 = F = 2

X Ye2 L

B T3 =g =3

14 =l 5017 b 45°
45 10x-22y + 192=49
a6 57456

Réponses des épreuves
Epreuve 1

Q
G)d @'.a
@a d

Q2
(D -60d8 Q) {2)
OF @ 3.5.6)

GOix-22i(y 32 (z-1)2=20

3-2 _ *l _ 4
O B T2

O Le terme constant est 1 = 3075072
@ x=-3 12k;y=1 115k
sos 2 :
#=-3 +8Kk
Q4
@
/68 31 -5
(.41 19 3 )
AT E N5 L
1
@-z] © =2(cas( - ’;—)4-5 sin( - %)
Zi* =2(cos( %ﬁ +i sin'ist'i—f)tl

03

(D iym=(1, 2,%'}
@EK.:}’. =(2. -~ %)
Epreuve 2

Q
Qe
L]

Bd @b

@d a2 @a

@) 2x-3y—42=21

Troisieme secondaire — Livre de 'élove

Q2
: N 8
Co @0 GF

ol @2 -3
Q3

O 220 @ e=30°

Q4

WO reg)=3 xya=@-1,1

&% T [ S )
2) =5 (cos > i) 1 isin{ 5 )

2§m-[F%}¢i.sin{—%-)

42 (cos( 4}+jsm( 4}}

_ 2 = I.} = 2
(2) la longueur de la perpendiculaire = 0

Qs
@D (4,86 ; (48=. i -2
filreuve4
Oy QDa
@a OF:

G t4.6,-1)

@-49 OF |
Do (B335

@d @c-

GPS For Prl nting



© Jio

Q3

(D L plus grande valeur est t5=¢
= 4860

(2) 16 unités®

Q4

0, Zlffl_-(cﬂsi “isind )

3 (30 @)

3
zg_ﬁ{cns : ”3 )
;=2 (cos 2 “4“

=J7 (cos(- T y=isinf-F y
z=42 (cos( 4) i sin( 4)

i sinZ2

+1sin

;?Ia-
i )

&a=/m h-%ms.a}:
& QU‘S(-%?I) i i'Si]](-%}}.‘)
Premiére racine = e_ns% +isin %
Deuxiéme racine = cos #2 + i sin 75
Troisieme racine = cos {— ) +i sin (-22 ng__}

Epreuve 5
Q1

b
&d @

Q2

OBy G @y O3

& (x 32 +ly 42+ (2+5)2=9
O T =(2-1.91 k@71
Q3

@d Ga @b

szﬁ' Dk=7; k=-
O(x }HZ]'“';’ -?U-_})
Q) z2= Yo _5' 232 = l:e_ 2

E

2= e

Qs
ORIE

Epreuve 6

0l

LA @ L @ € \,_4 c
O d &b

O W @ 3@ 6.0

Olﬂu-‘{%.ﬁj 5 G #
Q3
@'ﬂzl@&ua:g

@-'i-‘l R (y2P i (x-12=3

Q4
Otx,y,za-(z ()
@ -_. , i A
Z T =008 — ~1slin —
L s

% "--gmg(—._')—ngm(_ 4}

Qs
@ a2 = y_l = z+3
=3 2 R

Epreuve 7
Qi
@Ib 2)c¢ 1) a c
(5){1 6,4
Q2
Q1 @3 @& @
s)-1 (&) 157
Q3
@"‘"T'_—-ﬂ'-ﬁj v‘—:e--n%"&{
@-:x:'.ll'ﬁ
Q4
1 n—I'B-';:x—:ité
1 ﬁ=i~—23— ji'i:i"f%
— |
z iﬁ




Epreuve 8 Epreuve 10

Q1 Qi
i ilﬁ @5 @ (-6 OL! 25 B4
(G (x-52+y2 e (z+1)2=14 () 60° G -1 &2

(&) 11 ou-l Q2
Q2 e @b @
@ @v . @ @e Eec ®a

OO Q3
Q3 @L'enscmble solution = { 0.% :% }
Oxsl-y"z-am 1 Qzagig) o
@) T =(3.-L.0)- B 1,-1,-1)

®z£-=ﬁ-nmo°+mnnﬂ) Qs

=42 (cos miisinm) @r:Z
@ ra)=2 r{ a) < Le nombre d'inconnues y=3
Qs z=06
1) IIT::’! @) k=i0ouk=-4 @,:251 HST. 18».’_)

Epreuve 9
Qi
Cu @2 L @:

OJ_.%* -ﬁ 09

(i)n @3 @6:57 @23
O% © 120

Oz =t.‘os(-—— ‘HSIH(-—)

12
i
z =-c05{f1'2' f:)+isin.-%5- )
@:a:{»",
Q4
@x-z-y-l-ﬂ

Troisieme secondaire — Livre de I'élove GPS For Printing



