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Introduction
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En présentant ce manuel, nous avons le plaisir de vous clarifier la philosophie dont nous nous

sommes inspirés pour édifier son contenu, en la résumant dans ce qui suit :

1

L) I -3

Développement de I'unité de la connaissance et son intégration dans les mathématiques ainsi
que l'intégration des notions et la liaison entre tous les différents domaines des mathématiques
scolaires.

Fournir a I'apprenant tout ce qui est des informations opératoires, des notions et des stratégies de
résolution des problemes.

Adopter des normes nationales de I’enseignement et les niveaux éducatifs en Egypte a partir de :
a) La détermination de ce que |’éléve doit apprendre et les motifs de cet apprentissage.

b) La détermination précise des compétences attendues de |'éléve en renforcant ce qui suit :
L'apprentissage des mathématiques doit constituer un but a atteindre pour I"apprenant durant
toute sa vie - la motivation de I'apprenant par I'étude des mathématiques - la capacité de I'éleve
a travailler individuellement ou en groupe - I'activité, la persistance, 'assiduité et la créativité de
I'apprenant - |'aptitude de I'apprenant a communiquer en langage mathématiques.

Suggérer des méthodes et des stratégies d’enseignement dans le livre du maitre.

Suggérer des activités variées correspondant au contenu pour que |"apprenant choisisse |"activité
qui lui convient.
Estimer les mathématiques et leur apport sur le plan humain au niveau mondial et national,

connaitre les contributions et les exploits des savants musulmans, arabes et étrangers.

A la lumiére de ce qui préceéde, ce manuel tient compte de ce qui suit :

* Le manuel comporte deux domaines : 'algébre, et la géométrie dans I'espace. On I'a congu

en unités intégrées et interconnectées contenant chacune une introduction qui indique les
compétences attendues de I'éléve, un organigramme et le lexique utilisé en arabe et en anglais.
Chaque unité comprend des lecons dont I'objectif est titré « A apprendre » et chacune de ces
lecons commence par |'idée principale du contenu et présente la matiére scientifique du simple
au complexe, graduellement, en englobant des activités qui relient les mathématiques aux autres
disciplines et a la vie pratique. Ces activités correspondent au niveau de compétence des éléves
et a leurs différences individuelles sous la rubrique « Décelez |'erreur » pour remédier aux erreurs
communes des €éléves tout en renforgant le travail coopératif. Le manuel contient également des

questions en lien avec a I'environnement et la maniére de les traiter.

* Chaque lecon contient des exemples échelonnés du plus facile au plus difficile, des niveaux de

réflexion variés suivis d'exercices sous la rubrique « Essayez de résoudre » et se termine par «
Exercices » qui propose des problemes variés abordant les notions et les compétences étudiées

au cours de la lecon.

Finalement, nous espérons qu’avec ce manuel nous accomplirons le bien pour nos éléves et pour

notre chére Egypte. Dieu nous est témoin, qu'il nous guide vers le bon chemin.
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[1] Algébre
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Formule du binéme;ajune

puissance entiér positive.
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Introduction de I'unité

Nasir al-Din al-Tusi (1201- 1274) est né a Gahroud prés de la ville de Tus en Iran dans une famille d'érudits.
Disciple de Kamal al-Din El Moussily et Moeen El Dine el Masry, il étudia la sagesse, la philosophie, I’astronomie
et les mathématiques. Il a une grande contribution dans le calcul de la probabilité de réalisation de différents
phénomeénes et 1'utilisation des arrangements et des combinaisons. Cardan (1501-1576) s’est intéress€ au calcul
du nombre de possibilités par le principe de dénombrement ce qui a permis un grand progrés dans 1’architecture
de 'ordinateur qui est la conception et la construction des opérations fonctionnelles de I’ordinatenr. Cette unité
comporte le principe du dénombrement et la relation entre les arrangements et les combinaisons et leurs utilisations
dans la résolution de certains problémes mathématiques, et présente la théorie du binéme et son utilisation dans les
applications mathématiques et de la vie quotidienne.

Objectifs de 'unité

APRES L’ETUDE DE L’UNITE, ET APRES AVOIR REALISE LES ACTIVITES, IL EST ATTENDU QUE L’ELEVE SOIT CAPABLE DE :
0 £

€ Reconnaitre la formule du binéme a une puissance entiére £

positive.

Trouver le terme médian dans le développement d'un

binéme si n est un nombre pair et les deux termes

% Déduire le terme général dans le développement d'nn bindme. médians si 1 est un nombre impair.

# Déduire le rapport entre un terme et le terme quileprécéde ~ # Déduire des relations entre les combinaisons en utilisant
dans le développement d'nn binéme. le développement d'un binéme.

& Trouver le coefficient d'un terme dans le développement # Deéduire la relation entre le triangle de Pascal et les
d'un binéme selon le rang de ce terme. coefficients dans le développement d'un binéme.

# Trouver le coefficient d'une puissance de la variable x  # Déduire quelques rythmes daus le triangle de Pascal.
dans le développement de (x +y)™ € Résoudre diverses applications mathématiques et

2 Trouver le terme constant dans le développementde (x +y)". quotidiennes sur la formule du binéme.

£

Trouver le coefficient du plus grand terme dans le
développement d'un binéme.
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Expressions de base

¢ Formule du binéme

Outils et moyens Lecons de I'unité

Lecon (1 —1) : Formule du bin6me a nne puissance

¢ Une calculatrice scientifique iy o
entiere positive

Lecon (1 —2) : Trouver le terme contenant =X dans le

développement d'un binéme

Lecon (1 —3) : Rapport entre deux termes consécutifs

dans le développement d'un binéme

Organigramme de I'unité

Formule du binéme

Formule du bindme a une puissance entiére positive

Développement d'un binéme

Terme général

Trouver le terme contenant x*

Algebre et géométrie dans |'espace



Unité (1)

1-1

A apprendre

» Lien ente le triangle de
Pascal et les coefficients
dans le développement
d'un binome

» La forme générale du
développement
de(x+a)" ot ne Z*

» Le terme généralt, 4
dans le développement
de(x+a)"

» Le rang et la valeur du
terme médian ou des
deux termes médians.

Expressions de base

» Développement
» Binéme

» Terme général

» Terme médian

Mateériel uvtilise

» Calculatrice scientifique
» Logiciels de graphisme

Formule du binéme a une
puissance entiére positive

Réfléchir et discuter

~

On sait que :
(x+a)l=x+a
(x +a)t=x%+2x a+ a®
Nous pouvons trouver que :
(x+a=x3+3x2 a+3xal+a’
(x+a)t=x4+4x3 a+6x2 a?+4x a® +at
» Quelles est la relation entre le nombre de termes du
développement et 1a valeur de la puissance ?
» Quelles est la relation entre les puissances des deux variables x
et a dans chaque terme du développement ?
» (Que peut-on remarquer concernant les coetficients des termes
du développement ?
» Peut-on utiliser le triangle de Pascal pour exprimer ces
coefficients ?

» Essayez de déduire une régle pour trouver le développement de
(a+b)"

Triangle de Pascal
On remarque que les coefficients dans le développement suivent

une regle représentée par le triangle de Pascal.

Le binédme Les coefficients dans le développement

)

(a+b)! » (1O

(a+b)? » (1 )@2HC 1D
(a+b)? » QLI YO VD
(a+b)? » (1 D)4 )6 )41

L @+b)® ) » S o @ Qe o)

» Nous pouvons écrire le triangle de Pascal en utilisant les

combinaisons comme le montre la figure suivante :

4 Troisieme secondaire — Livre de l’éléve
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Formule du bindme a une puissance entiére positive

il i aw
Coefficients du développement de (a + b)l Premiére ligne ';{ C? ) @

Coefficients du développement de (a + b)2 | _Deuxiémeligne ,.. @ @
Coefficients du développement de (a + b)3 Troisiéme lisne
- — DDO®

Coefficients du développement de (a + b)4 - li
Coefficients du développement de (a + b)s _gzam%mi Boms V- @ @ @
\ J (D (D@D EDED

En observant la troisieme ligne dans le triangle de Pascal, on trouve que 1 , 2 et 1

| représentent Cg , C% , C% respectivement et que Cg , C;lz : C% représentent : - |
le nombre de sous ensembles qu'on peut former d'un ensemble contenant deux @

éléments. Ces sous ensembles sont tels que : Cg + C% + C% =02 =4

Les sous-ensembles de I'ensemble {x ; y} sont ¢ , {x}, {y} et {x; y}

De méme, on a : La somme des éléments de la troisieme ligne 1
Cg, C% , Cg , C:;: représentent les sous ensembles qu'on peut former d'un 1.1
ensemble contenant trois éléments. Ces sous ensembles sont tels que : « B S

Cg+C§+C§+C§:23 @
D'une maniére générale, si on dispose d'un ensemble dont le nombre

d'éléments est n , alors le nombre de sous-ensembles qu'on peut obtenir de
cet ensemble est = 2"

Oma it v

Expression orale : A l'aide du triangle de Pascal

1) Trouver les coefficients de ( a + b)® sous forme de combinaisons.

2) Trouver les coefficients de ( a + b)® sous forme de combinaisons.

A apprendre

Développement d'un binéme
Sia € Ret neZ', alors:
2

1-(x+a)“:x“+C]11x“'1a+Cix“'za e A
2
Zﬂ(x = a)n =L Ci x“'la =+ Ci Xn_za =g o (_all)

Remarques sur le développement de (x +a)"

1) Lenombre de termes dansle développement est (n + 1) termes

2) Les termes dans le développement sont rangés selon les puissances décroissantes de x et
selon les puissances croissantes de a .

3) Dans chaque terme, la sommes des puissances de x et de a est égale 4 n.

4) Le rang d'un terme quelconque dans le développement dépasse I'indice de C dans ce terme
de 1.

Algebre et géométrie dans I'espace 5




Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

~) Exemple . . k S i
’ Ecrire le développement d'un binéome
1 Ecrire le développement de ( 2x + 3y )*

©» Solution
@2x+3y)* = (2x)*+ Cy(2x) By) + C5(2x)2 By)? + C3(2x) By) + By)*
= 16x%* + 96x3y + 216 x2y2 + 216 xy3 + 81y*

B Essayez de résoudre :
@ Ecrire le développement de

a 3x +y)’ b) (x2- 1)

Cas particuliers du développement d'un binome :

B (0+x=1+ Cim + Cox? + ...+

B (I L - Chx + CF? - o 20w
Exe mple

2 Ecrire le développement de (1 + x)% , puis utiliser le résultat pour trouver la valeur de

: el 1 2 6
l'expression : Cg + Cg + Cg +....+ Cg

©» solution
(1+x)0=1+ Céx + C%xz + C§x3 + C§X4 - ngs + x8
En posant x = 1 dans les deux membres
MT+T® =14+CE+CE+T 4. + 1

26:cg+c§+c§+c§+ ........ +Cg

Le terme général dans le développement d'un binome.
Dans le développement de (x +y)* = x"+ C]l1 gLy Ci x¥2y2 4 4yt

On remarque que t, = Clllx el , ty = Cix“'2 y2

A 8 T
De méme, ty = C x" 8 yE=

Sile terme généralestt. ; ot 0 < r < n,alorst, ; peut s'écrire sous la forme :

1 = GG TG

6 Troisieme secondaire — Livre de l’éléve



Formule du binéme a une puissance entiere positive| 7 - 1

Exemple

3 Trouver le sixiéme terme dans le développement de (x + 28
> Solution
te 2 REP (L= x 952 = 1792%°
X
Le coefficient de ce terme est = 1792

On remarque que t, ; = C; (Le coefficient du premier terme )" ' (Le coefficient du deuxiéme terme )

ﬂ Essayez de résoudre :
@ Dans le développement de (2x% + %)7, trouver t; et t; selon les puissances décroissantes de x

etsi t3 = ty, trouver la valeur de x.

Exemple

( 4 Trouver le dixiéme terme dans I'ordre inverse du développement de (3x2 - ;—X)B.

©» Solution
Le dixiéme terme dans l'ordre inverse dans le développement de (3x? - 21—)()13 est le méme

que le dixieme terme dans l'ordre dans le développement de (% +3x2)13

_ o el gig  TIAXEY 4y
typ = CB(ZX) (3x%) _Tx
€» Autre solution :

Nous pouvons calculer le dixieme terme dans 1'ordre inverse du développement de
ENE
2x )
Sonrang=14-10+1 =5

(3x2 -

T15 x 39 XM

t;o dans l'ordre inverse = t5 dans l'ordre = C‘il3 (3x%? (%)"‘1 = 7

B Essayez de résoudre :

@ Trouver le quatriéme terme dans 'ordre inverse du développement de (2x - 31—2)ll
X

Regles
1) x+a) +(x-2) =2+l +ts+...) 2) x+a) -(x-2) =2(ty+tg+tg+...)

Exemple

5 Développer (x + 2)0 + (x - 2)°
€» Solution
(x+2)0+(x-2)0=2(t) +t; +ts + t)
= 2 (x8+ Cix#x 22+ Cgx? x24+26) = 2 (x5 +60x4 + 240 x2 + 64)

Algebre et géométrie dans I'espace 7




Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

ﬂ Essayez de résoudre :

(a) Développer (1 + ¥X)3 - (1 - yX)3
.’% Exemple

6 Trouver le cinquiéme salon les puissances coisanteo de x terme dans le développement de :
G+0U-Cl BG+00(1-20)+Ch B+x)2(1-2%)2-........ - (1 - 2x)1!

©» solution
L'expression représente le développement de [(3 + x) - (1 -2x)]" = (2 + 3x)!!
Donc t5 = Calll (2)7 (3x)4 = 330 x 27 x 34 x4 =3421440 x*

ﬂ Essayez de résoudre :

@ Dans le développement de (1 -x)8 + 24 x (1 - x)7 +252x2 (1 -x)0 +........ +6561x8 | trouver

la valeur numérique du sixiéme terme craisrdntes dux quand x = 2

Exemple

() Si(l +ex)* = 1+20c+a,C) +2,Cf 40 T
etsil6a; = 3a,, trouverlavaleurde n et ¢ ot ¢c#0

©» solution

lrex)= 1+Clex+ C2e2x2+C3 33+
n n n

, Al . . ._ 20
s cle=20 snc=20 s, ©
. 16xC2 c2=3xC3 &3 S 16xCr=3xC3 ¢ @
De(@) et O .'_l6xCi:3xCix%
@ 5
. 16n=3 x—x20 colen=Fx 222 %20 0= 10
€7 A%
En@ .'.C:%:z

B Essayez de résoudre
@ Dans le développement de (1 + cx)!? | si le troisiéme terme est égal a 180 et le cinquidme

terme est égal a 210, trouver la valeur de c et x ol ¢ est un nombre entier positif.

8 Troisieme secondaire — Livre de l’éléve



Formule du binéme a une puissance entiere positive| 7 - 1

Exemple

; cr
8)'a Démontrer que = = 2

r-1 T
cn—l

b’ Si le rapport entre tg dans le développement de (x + L )15 g ts dans le développement
X

de (x- _;2_)14 est égal a % , trouver la valeur de x.

©» solution
a)Cr .l = n! g m-Dlm-1-r+1)! - n@-n! c-1)! . n
n - ].'l-]. - _ | - -
r! (n-r1)! (n-1)! rit-D!@-n)! T
1 \15 5 100 1 s
te d e C -
_ ¢ dans (x X) _ 15 X (x) :§
il 1 14 cd o1y
5 dans (x ;2—) 14 X (;2—)
. 343 - 8 3 8 g = 2
. AKX = 5 X = o7 L X =3

Terme médian dans le développement de (x + a)"
n
Dans le développement de (x +a) , on trouve que le nombre de termes = n + 1

(1) S1 n est un nombre pair, le nombre de termes du développement est un nombre impair. Par

conséquent, le développement admet un terme médian unique de rang 1 * -

2

(2) Si n est un nombre impair, le nombre de termes du développement est un nombre pair. Par
n+1 n+3
et

2

conséquent, le développement admet deux termes médians de rangs

Exemple

.9 Trouver le terme médian dans le développement de (2x + 21_2)12
X

2

t, =i, (2x)6(#)6 = 5, @)F (%)6 X612 = 6 x-6

Le rang du terme médian =

ﬂ Essayez de résoudre :
@ Trouver le terme médian dans le développement de (x% + ZL)]U , 1 la valeur de ce terme
X

est égale a = % trouver la valeur de x

Algebre et géométrie dans I'espace 9




Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

Exemple

10 Trouver les deux termes médians dans le développement de (XT2 + i)15
i X

©» solution

Les deux termes médians sont tg et tg

7 (X2\8/ 3V 7 8+ 7 _ A7 1l o _
S (T) (2) = Cls x 387 x =167 = Cy x 3x° = 2145¢°
2
g = 0% (XTY(%)B = €8x 387 x 518 = B« 3x6 = 19305x°

ﬂ Essayez de résoudre :
Si les deux termes médians dans le développement de (3x + 2y)!3 sont égaux, démontrer que

X -2
y 3
Exemple
11 Trouver les deux termes médians dans le développement de (3 + 2x)® + (3 - 2x)8
©» solution
Le rang du terme médian = %Jr L=25

& CEErent-Cier ey
= 2 x Cg 3)*(2%)* = 181440 x*
ﬂ Essayez de résoudre ¢

Trouver le terne nédian ou les deux termes médians dans le développement de

+ 1 )0, =L 0
Y e

10 Troisieme secondaire — Livre de l’éléve



Formule du binéme a une puissance entiere positive| 7 - 1

Exercices 1-1

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ Siles deux termes médians dans le développement de (x +y)" sont t; et tg, alors n est égale a:
all3 b 15 c 16 d 56
@ Sil+ 5x+ 0 % 2 x2 + 2 B i O x3+ .. +x> = 1024, alorsx est égale a :
2 x1 3 x2x1
al b 2 c 10 d)3

(?D La somme des coefficients des termes dans le développement de (x2 - 1 )7 est égale a :
X

a) 27 b) 25 g) 28 d 0
@ Le coefficients du cinquiéme terme dans le développement de (1 + 2x)10 est égal a :
5 vl A5 : 4 1 ~4
a)16 Cyg b 1610 ¢/ 16Cyy d)16C10

@ Dans le développement d'un binéme, si le terme général est Cr12 x¥ -4 alors le terme
contenant x12 est :
at, b t, Cts d n'existe pas
(ED Siles deux termes médians dans le développement de (a + 2b)211 e sont égaux, alors :
b'a=4b €' a=28b dja=2b

1
b 2

: : 8 .
@ S1le neuvieme terme dans le développement de (% + Lz) " est le terme médian, alors n
a
est égale a :

all b)2 33 d 4
Dans le développement de (1 + bx)? , le coefficient du sixiéme terme est égal a :
5 6 55 6 6
a) Gy b/ Cy ¢/ Co d) Cyp

@ S1 le développement d'un binéme contient 7 termes positifs et 6 termes négatifs, alors le

binéme peut-étre sous la forme :

a(a-b)l? b) (a-b)13 g (a+b)l2 d) (a+b)l3

Algebre et géométrie dans I'espace 11




Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

[2] Répondre aux questions suivantes:

@ Si]+8x+ C% x2+ .. +x8 = 256 trouver la valeur de x

@ Trouver la valeur de x qui vérifie (1 + V3)0-(1-4/3)6 = 48043 x

@ En utilisant le développement de : (1 +x)10=1+ Ci(} X + C%O x%+ ... +x10 démontrer que
B 1 +Cpy + 0% 4ot Crgenlt ) 1.-Cly + Clg ~coet Cpg = 0

@ Développer ce qui suit :
2 Xy b (x-L
a) (2 + %) x-1)s

c)(x+/2 Y +(x-4y2)d (W3 +2xP - (/3 -2x)

@ Dans le développement de (1 + x)* selon les puissances décroissantes de x, si t; = 28x? et
ts = 1120 trouver la valeur de n et x.

@ Dans le développement de (1 +x)" si le coefficient du sixiéme terme est égal au coefficient

du dixiéme terme, trouver la valeur de n.

@ Dans le développement de (ax + b)!? selon les puissances décroissantes de x si le coefficient

de tg = % démontrer que 2ab =1
@ Dans le développement de (2x2 + ZL)”‘ trouver le terme médian.
4
Dans le développement de (XTz - %)” , trouver les deux termes médians.

@ Dans le développement de x* (x - %)9 selon les puissances décroissantes de x, trouver le

quatrieme terme dans l'ordre inverse.

@ Si le terme médian dans le développement de (x2 + %)10 est égal a % trouver le valeur de x.

@ Trouver le rapport entre le terme médian et le cinquieéme terme dans le développement de

(%’i + -23;)10 , puis trouver la valeur numérique de ce rapport pour x = 3

@ Si le rapport entre le cinquieme terme dans le développement de (x + %)15 et le quatrieme

terme dans le développement de (x - %)14 est égal a -16 : 15 | trouver la valeur de x
X

12 Troisieme secondaire — Livre de l’éléve



Trouver le terme contenant xk dans le
développent d'un binéme

Reéfléechir et discuter

S

De la lecon précédente, nous avons appris que :

(XZ ~ 21_X)20 — (XZ)ZU ~ C%O (XZ)IQ (Zl_x) 4 C%[} (XZ)IB (% X)Z _ Cg[} (XZ)IT
133 -1.420
(K) ¥ + (g)

Est-il possible de trouver le terme contenant x® ou x4 dans le
développement ou le terme constant sans écrire tous les termes du

développement ?

Laméthode qui consiste a trouver le terme contenant x* en développant

le binéme est trés difficile. Pour cela, on suit la méthode suivante :

1- On suppose que le terme cherché est le terme général t. .1 puison

calcule ce terme en fonction de 1.

2- On calcule la somme des puissances de x dans le terme général en
fonction de r puis on égalise le résultat a la puissance cherchée k.

De cette égalité, on calcule la valeur de r. Deux cas se présentent :
a  r € N et par conséquent , r + 1 estle rang du terme demandé.
b r ¢ N et par conséquent, le terme demandé n'existe pas.

Pour chercher le terme constant dans le développement, on égalise la

somme des puissances de x dans le terme général a 0.

. Exemple

(1) Dans le développement (X 32X + 32 ) trouver le coefficient de x.
X
(> Solution
t L= cl‘ 3_X 11 -r L
r+1 11 ( 2 ) ( 3x )I
En comparant les puissances dans x
11 =2 1=1

11 1

r =25

-T-T:X

Le terme demandé€ est le sixiéme terme.

Le coefficient de tg = C7; (3)0 (3)° = 693

Algebre et géométrie dans |'espace

Unité (1)

1-2

A apprendre

» Utiliser le terme général
pour trouver le terme
contenant x*dans le
développement d'un
binéme.

» Trouver le coefficient du
terme contenant x* dans
le développement.

» Trouver le coefficient de
la plus grande puissance
dex.

Expressions de base

» Terme général

» Terme constant

» La plus grande
puissance

» Coefficient d'un terme

Materiel vtilisé

» Calculatrice scientifique
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Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

ﬂ Essayez de résoudre :
@ Trouver le coefficient de x® dansle développement ( 23X - i)u

X
Exemple

(2) Dans le développement (2x - _12_)9 trouver :
a | le coefficient de x b | le terme constant

¢ ' Démontrer que le développement ne contient pas de terme contenant x>

» Solution
r+l_cr (2x)? - r(z- ) cr(l)r(2)9 2r 49 -3r
X

En comparant les puissances :
a | Pour trouver le coefficient de x3
g0 & gl 9-3r=3 =2

. Le troisiéme terme contient x>
Le coefficient de t; = CS x 2% = 36 x 25 = 900
b ' Pour trouver le terme constant 9-3r=0 s =g
". Le terme demandé est t; = Cg (-12 (2P =-672
¢ En posant9 -3r = 2 F 3 =17 .'.r:%eN
*. Le développement ne contient pas de terme contenant x>

ﬂ Essayez de résoudre :

@ a  Trouver le terme constant dans le développement (2x2 - L)”‘
X

2
b Trouver le coefficient de x '° dans le développement (XT - %)15
X

¢/ Dans le développement (ax + bi)m selon les puissances décroissantes de x, si le terme
X

constant est égal au coefficient du septieme terme, démontrer que 6 ab = 5
#“ ) Exemple
.'

3 Sinestunnombre entier positif, démontrer qu'il n'existe un terme constant dansle développement

1 \n ; ; .
(x5 + _2) que si n est un multiple de 7. Trouver ensuite ce terme pour n = 7

X
©» solution
kg = c (XS)n r(xz) — c; X511—7’r
xon - Tr = x0 5Sn-Tr=0 = S_H
7
20 € %' sin est un multiple den 7 sin = 7 r =5 etleterme demandé est t6
e Bn e 21
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Trouver le terme contenant xX dans le développent d'un binéme | 1 - 2

ﬂ Essayez de résoudre :
3n
@ Dans le développement (x2 + L) , trouver :
X

a | le coefficient du terme contenant x3®
b | Sinest égal a 6, trouver le rapport entre le terme contenant x** et le coefficient du terme médian

Exemple
X

4 ) Dans le développement (2 + ?) trouver la valeur de x qui rend les deux termes médians
égaux.
©» Solution

Les deux termes médians sont ts, tg

A e A s (KXW S (XY

S .o (28 (F) = @t (F)

2=2 Sx =6

3
Exercices 1 -2
[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :
@ Le terme contenant x* dans le développement de (1 + 2x)!? est égal 4 :
4 1 ~4 4 5

@ Dans le développement de (x + %)10 , le terme constant est :

alt, bt c)tg d n'existe pas

@ Dans le développement de x3 (1 +x)7 le coefficient du terme contenant x* est :
a) 4 b) C3 c) C; d) 21

@ Dans le développement de (xz + %)ﬁ le terme constant est le

a | troisiéme terme b quatriéme terme '€ cinquiéme terme |d ) n'existe pas

11 . g
@ Dans le développement de (axz + %) si les coefficients de x* et x’ sont égaux, alors a est
égale a :

all b)-] c)+1 d)+2

@ S1 t, est le terme constant dans le développement de (x + %)n alors n est égale a :
a6 b 10 c)12 d 8
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Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

@ Si le coefficient du terme médian dansle développement de (x2 + %)8 est €gal au coefficient

de x7 alors a est égale 4 :

a4 bﬁ ci d5

5 5 4 A

@ Dans le développement de (ax + bl_x)m selon les puissances décroissantes de x , si le terme

constant est égal au coefficient du septiéme terme, alors :

aab:% bab:% Cab:% dab:%

8
@ Dans le développement de (2x + 21_)() le terme constant est égal a :
a /35 b’ 140 c 70 d 56

@ Dans le développement de (1 + ax)” selon les puissances croissantes de x, si le coefficient de
ts = 560 alors a est €gale a :
a)? b4 c)+2 d) +4

[2] Répondre aux questions suivantes:
@ Dans le développement de (4){2 + 21_)()12 , calculer le terme constant

2
@ Trouver le coefficient de x!2 dans le développement de x2 (XT + %)15
X
@ Si le sixieme terme dans le développement de (2x - Lg)n est constant, trouver la valeur de n
X

puis étudier I'existence du terme contenant x° dans le développement.
@ Dans le développement de (2 X - %)9 , trouver :
X
a | le coefficient de x3 b le terme constant

¢ | Démontrer qu'il n'existe pas de terme contenant x> dans le développement.

@ Démontrer que C; : C;__ll = % Sile rapport entre le coefficientde t;; dansle développement

de (1 +x2)* et celui de t;o dans le développement de (1 - y)* - L est égal 22 : 3, trouver la

valeur de n.
i 2x y
X < i e AT
@ Trouver le coefficient de ( y /* dans le développement de ( 7 + )

@ Trouver le coefficient de x* dans le développement de (1 +x)?* | puis démontrer qu'il est égal

au double du coefficient de x® dans le développement de (1 + x)22-1

2n ;
@ Dans le développement de (x + %) , démontrer que le terme constant est le terme médian

puis trouver la valeur de ce terme pour n = 8
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Trouver le terme contenant x* dans le développent d'un binéme | 1 - 2

@ Dans le développement de (xk + %)ﬁ ot k est un nombre entier positif, trouver :
a | la valeur de k qui permet d'avoir un terme constant dans le développement.
b | le rapport entre le terme constant et le coefficient du terme médian pour la plus grande

valeur obtenue de k .

@ Dans le développement de (xz + %)12 si le rapport entre le terme constant et le coefficient
du terme contenant x> est égal 3 5 : 16 trouver la valeur de a puis trouver la valeur du terme
médian pour X = 2

@ Dans le développement de (2::(2 + %)10 , si le coefficient du terme contenant x> est égal au
X

coefficient du terme contenant x!° | trouver la valeur de a.

13 : ;
@ Dans le développement de (xz + 81_x) selon les puissances décroissantes de X :

a | démontrer qu'il n'existe pas de termes constant.

b sity=t;;, trouver la valeur de x
@ Dans le développement de (x + ;12—)9 , trouver :

a | le rang et la valeur du terme constant.

b | la valeur de x qui rend la somme des deux termes médians nulle.

@ Trouver le terme constant dans le développement de (9)(2 + 31;)9 puis trouver la valeur de x

qui rend les coefficients des deux termes médians égaux.

@ Dans le développement de (x2 + %)3 * démontrer que le terme constant est égal au coefficient
du terme contenant x3®, et sin= 6, trouver le rapport entre le terme contenant x3" et le terme

médian.
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Unité (1) Rapport entre deux termes
consécutifs dans le développement

1-3 ' d'un binéme

Dans le développement de (x +a)" , si les deux termes consécutifs sont

A d t, ettt
apprendre
" ; Ch () (a)
» Trouver le rapport entre ekl e ; =
deux termes consécutifs e C;_ xy-r 1(3-)r' :
» Trouver le rapport entre C"
les coefficients de deux = e E e n! 2 (r=1)i(0—~r+1}! il
termes consécutifs cr-1 X r! (n—r1)! n! X
il
_(r-Dln-r+1Dm-r)! g 8
r—1D!(-r) X
Ly - Herrl LA
Iy r X

le coefficientde t,,; n-r+1 % le coefficient de a

De méme, on a : —
le coefficient de t, T le coefficient de X

Expressions de base

» Deux termes consécutifs
1) Dans le développement (x + 2y)12 | trouver :

le coefficient de t

a t_3 b
ty le coefficient de tg

. t_ﬁ 5 le coefficient de tg
ty le coefficient de tg

{» Solution

a t_3 = ﬂ 4 (2_y) — % . 2y = i
ty 2 X X X

b lecoefficientde t; _ 7 L . T

T T2o9s1 2 12

Mateériel utilisé le coefficient de tg

» Calculatrice scientifique c t_ﬁ = i t_5
! ltl? 5 1t4 2 12-4+1 2
-~ + o +
= ) = —)
5 % 4 X
2
B o o 58 &Y o BY
5 X 4 X 5 x2
d le coefficient de t8 le coefficient de t8 le coefficient de t7
= X
le coefficient de tg le coefficient de t5 le coefficient de tg

_12-7+1 2, 12-6+1 2
7 1 6 1

2 2
1 ® i =

>

o=

:%X
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Rapportentre deux termes consécutifs dansle développement d'unbinéme| 7 - 3

ﬂ Essayez de résoudre :

@ Dans le développement (XZ i %)8

a | trouver le rapport entre le cinquieme terme et le sixieéme terme et si ce rapport est

8 : 25, trouver la valeur de x.

égal a

b ' démontrer que ce développement ne contient pas de terme constant.

‘ Exemple

> Solution

ty + te = 2ts En divisant les deux membres par ts

) Dans le développement (x + y)8si2 ts =ty + tg , trouver la valeur numérique de T

t_4+t_6: 2

s I3
3 _i+1 (%)Jr 2 _§+1 (%): 2 i—; +;1—i = % En multipliant par 5xy
4x2+4y2 = 10 xy 4x2 - 10 Xy +4y2 = 8 )
2x2 - 5xy +2y? = (2x -y)(x-2y) = 0
2x =y x = 2y
0 R X o 2
vy o2 > v

ﬂ Essayez de résoudre
8 . ;
@ Dans le développement (ﬁ + %) , S1ty, ts, 25t5 et tg sont proportionnels, trouver la valeur
de x.

Exemple

3 Dans le développement (1 + x)", si les coefficients de trois termes consécutifs selon les

puissances croissantes de x sont 35; 21 et 7, trouver la valeur de n et les rangs des trois termes.

> solution
Soient les trois termest, , t, . ett..
le coefficientdet,, ; _ D-T+ | _ 21 n-r+1 _ 8
le coefficient de t, r 5 r 5

5n-5r+5=3r Ceilly = o8 (1)

le coefficientde t o n-(r+1)+1 _ 1 n-r :l

le coefficient de . , 4 r+1 2] r+1 3
3n-3r = r+1 ~dr=11 (2)

En résolvant les deux équations: (1), (2) ...n= 7 etr= 15
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Unité (1): Formule du bindme a une puissance entiér positive

B Essayez de résoudre :

@ Dans le développement (x +y)* ,s1 Ty ; T4 ; T5sont 112 ; 448 et 1120, trouver la valeur de

n,xety.
“) Exemple
P'® Trouverle plus grand terme
4 Trouver le plus grand coefficient dans le développement (x + y)!? quandx = 2 ety =3

©» Solution

g - 10+1-r 3 oot 11-r 3 33-3r
t, T 2 . L r 2 2r
a)si 20> S33.3r>2r o 5i<3 1 <66

r
d'oti on déduit que t; > tg > ts > > )
b 332‘31" <1 .~.33-3r<2r 533 1> 66
T
d'oni on déduit que t; <t <ty <tg <ty
.". t- est le plus grand terme dans le développement de (2 x + 3y)1?
.". Le coefficient de t7 = C?O i aa? .". Le coefficient de t; = 2449440
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Rapportentre deux termes consécutifs dansle développement d'unbinéme| 7 - 3

Exercices 1-3

[ 1] Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ Dans le développement de (x +y)1?, le neuviéme terme : le huitiéme terme est égal a ... ..

5113_y b3x c8_y dSX

8x 8y 3x 3y

@ Dans le développement de (1 - x)!? | le coefficient du sixiéme terme : le coefficient du

cinquiéme terme ...

a(%) b% c% d%

@ Dans le développement de (x +y)8, t_ﬁ < 1 S

25 y2 25x? y?
a b c) ] d
16 X 16 y2 X

@ Dans le développement de (3a - 2 b)! | si le rapport entre les deux termes médians dans
I'ordre est égal a % alorsa:b estégala . .

a)9:4 b)4:9 E) 1 d) ]
[2] Répondre aux questions suivantes :
@ Dans le développement de (2 XAy iz)]l ' trouver la valeur de :
- X

a t_3 b t_4 c tg d le coefficient de ty

ty ts tg le coefficient de tg

@ Dans le développement de (1 +x)!2 , si t; = 2t, trouver la valeur de x

@ Dans le développement de (a +b)" s1 ty = 240, t3= 720 et t, = 1080 trouver la valeurde a, b

etn.

@ Sity : t; dans le développement de (a + b)" est égal a t; : t; dans le développement de

(a+1b)*3 trouver la valeur de n
@ Dans le développement de (1 + mx)", s14t; = 7tg et :_4 = % pour x = 1, trouver la valeur de
6
m etn.

@ Trouver la valeur numérique du plus grand terme dans le développement de (3 - 5x)13

x=+.

pour
@ Dans le développement de (x + y)" selon les puissances décroissantes de x, si le deuxieme

terme est une moyenne arithmétique entre le premier terme et le troisiéme terme pour

x = 2y , trouver la valeur de n.
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[ 1] Algébre

Introduction de I'unité

Jean-Robert Argand est considéré comme un mathématicien de renommeée. C’est le premier qui a étudié
en détails les nombres complexes et les a utilisés pour démontrer que toutes les équations algébriques
ont des racines soient réelles soient imaginaires. Les nombres complexes sont présentés dans un diagramme
connu sous le nom de diagramme d'Argand en honneur du savant Francais Argand, soit par un point (x ; y)
ol x est le nombre réel représenté surl’axe des abscisses ety représente le nombre imaginaire sur I’ axe

des ordonnées ou par un vecteur d’intensité égale a § x> +y? et de direction tg'! %. Nous étudierons
€galement dans cette unité, les racines cubiques de 'unité et la résolution de problémes sur les nombres
complexes utilisés dans la vie quotidienne par exemple en électricité en dynamique, dans la théorie de
la relativité et dans les différents domaines de la physique. Ces nombres sont des nombres flexibles qui
ont la capacité d’atteindre le résultat final d’une facon acceptable.

= = ] =g F
Objectifs de I'unité
APRES VETUDE DE I’UNITE, ET APRES AVOIR REALISE LES ACTIVITES, IL EST ATTENDU QUE L'ELEVE SOIT CAPABLE DE @

# Représenter un nombre complexe et son conjugué £ Déterminer les racines niéme d'un nombre complexe.

par des points (des couples) dans un repére. £ Exprimer sin 16 et cos 10 en fonction des rapports
# Déterminer le module et l'argument d'un nombre trigonométriques de l'angle et ses multiples.

complexe. # Reconnaitre le développement de sin 6 et cos 6
# Identifier la détermination principale d'un nombre comme suites.

complexe. £ Déduire la formule d'Euler a travers les suites.

& Identifier la forme trigonométrique d'nun nombre g

Identifier etappliquer les méthodes de transformation
complexe.

entre les différentes formes d'un nombre complexe.
% Reconnaitre le théoréme de Moivre et ses g

Reconnaitre les racines cubiques de l'nnité.
applications.
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& Identifier le module et l'argument du produit et du & Ultiliser les nombres complexes pour résoudre des
quotient d'un nombre complexe. problémes mathématiques.

& Effectuer les opérations de base sur un nombre  Utiliser des logiciels pour résoudre des problémes
complexe dans la forme trigonométrique. mathématiques comportant des nombres complexes.

# Résoudre des problémes sur les racines cubiques de & Déduire les propriétés de deux nombres.

L'unite. # Déduire les propriétés des racines cubiques de
'unite.
Expressions de base
:  Plan d'Argand :  Forme trigonométrique :  Racine cubique
:  Conjugué :  Théoréme de Moivre :  Cercle de unité
= Module i Racine :  polaire
= Argument :  Racine carrée
Matériel utilisé Lecons de 'unité
> Une calculatrice scientifique Lesson (2-1):  Forme trigonométrique d'un

nombre complexe
Lesson (2-2): Théoreme de Moivre

Lesson (2-3):  Racines cubiques de l'unité

Organigramme de l'unité

Nombres complexes
(
Roome idenover W 1 Racines cub? uesd'un
d'un nombre complexe Théoréme de Moivre q
b i < ~N nombre complexe
|
Blan Shrgand Pour un nombre Pour un nombre Propriétés de la
T . o rationnel positif i i
Représentation entier positif 1 p racmelliit;atigue de
graphllque Racines d'un nombre 1
£ 0 complexe
Module d'un Argument d'un 1 Re-présceintller Ie-:s
nombre complexe nombre complexe Représenter racines de l'unité
'L )’ les racines géométriquement
d'un nombre
complexe dans
Module et argument de la somme, le plan dArmand

la différence, le produit et le
guotient d'un nombre complexe
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Unité (2)

201

; A apprendre

» Représentation gra-
phigue d'un

nombre complexe et son

conjugué dans le plan
dArgand.

» Représentation gra-
phique de la somme de
deux nombres
complexes.

» Module d'un nombre
complexe.

» Argument d'un nombre
complexe.

» Détermination
principale d'un nombre
complexe.

» Forme trigonométrique
d'un nombre complexe.

» Module et argument du
produit et du quotient de

deux nombres
complexes.

i Expressions de base o

» Plan d'Argand

» Conjugué

» Argument

» Détermination
principale

» Forme trigonométrique

 Matériel utilisé ;

» Calculatrice scientifique

24

Forme trigonométrique d'un
nombre complexe

Vous avez déja étudié les nombres complexes. Un nombre complexe

peut s'écrire sous la forme z = x + 1y (forme algébrique) ol x et y

sont deux nombres réels et i2 = -1. Dans cette lecon, nous allons
étudier d'autres formes d'écriture d'un nombre complexe et comment le

représenter graphiquement.

Coordonnées polaires et cartésiennes

La figure ci-contre représente un cercle de Ya

longueur de rayon r. A(x ; y) est un point du s}
cercle qui intercepte un angle de mesure 6. r y
sin@z% et cos@z% <2 = >

. X=r1cosf et y=rsinf
Our=4x2+y? et tgez%d'oﬁeztg‘l% ¥

S1i on compare le plan cartésien et le plan polaire en superposant

I'axe polaire sur le sens positif de 1'axe des abscisses, on trouve qu'il
est possible de transformer les coordonnées polaires en coordonnées

cartésiennes et inversement.

Transformation des coordonnées polaires en
coordonnées cartésiennes

Siles coordonnées polaires du point A sont (1 ; 6) , alorsles coordonnées
cartésiennes du méme point sont (X ; y) telles que :

Xx=r1rcosf et y=rsinf Ona:(x; y)=(rcos6f; rsinf)

Plan d'Argand

Le mathématicien Argand a représenté le nombre complexe z dans
un repere orthogonal en utilisant 1'axe *ﬁ" pour représenter la partie
réelle du nombre complexe et l'axe W pour représenter sa partie
imaginaire. Par conséquent, le point de coordonnées (x ; y) représente

le nombre complexex +1y

_ |
Exemple 2
o Dans le plan d'Argand ci-contre, L Ll
on remarque que les deux points *—F—ro Tt 5
représentant les deux nombres z et —z X_ ., | I
sont symétriques par rapport au point y,:""

d'origine O.
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

On remarque également que les deux points représentant les nombres conjugués z et Z sont

symétriques par rapport a l'axe ‘ﬁf
E Essayez de résoudre
@ Représenter dans le plan d'Argand chacun des nombres suivants :
z=3+4 | ; = 1 +z
Réflexion critique : Dans le plan d'Argand, que représentent tous les nombres complexes z
ayant pour partie réelle 2 ?

o

i

A a!:!:remlre Q)

Module et argument d'un nombre complexe z(x; y)
S1 z=x +y1est un nombre complexe représenté par le point
(x ; v)dansle plan d'Argand, alors le module du nombre z estla ¢

distance de ce point par rapport au point d'origine O. Le module y

du nombre z est noté |Z| ou ¢. O est appelé l'argument du nombre 0

~Y

complexe. On obtient :

-1
(=4 x2+y? et tef = = dot 6=tg L

x X
Forme trigonométrique (polaire) d'un nombre complexe : o

Siz=x+y1 estunnombre complexe d'argument de détermination principale

Six>0ety=0,
O ou6 € |-x; m], alorsil s'écrit sous la forme z= ¢ (cos 6 +1sin0). Lamesure  Ljors0 = 0

de 0 est déterminée selon les cas smvants: Six<Oety=0,
‘a) Six >0ety > 0,alors 6 est situé dans le premier quadrant et = tg'! (%) alors6 =7
b Six <0ety>0,alors 0 est situé dans le deuxiéme quadrant et Six=0ety >0,
2l
6=rm+tgl (L) alors6 = ZL
. X Six=0ety<0,
€/ Six < 0ety <0, alors 0 est situé dans le troisiéme quadrant et alors @ = 2

0= -1 +tgl (%)
T . ; -1
d)Six >0ety <0, alors 0 est situé dans le quatriéme quadrant et 6 = tg (%)

“) Exemple

“igm} Trouver le module et la détermination principale de 1'argument de chacun des nombres

complexes suivants:
a)z; = -43 +1 bz, =-1-1

€» Solution

.La forme d'un nombre complexe est z=x +yi, alors : Zy (- i3 1
B)x = -43 et y=1

.. le nombre z; est situé dans le deuxiéme quadrant

¢=dx vy =3P =T =2 73 O %
6:7{+tg'l(i):ﬂ'—£:5_ﬂ
/3 6 6
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Unité (2): Nombres complexes

b x=-1¢et y=-1

.". le nombre z, est situé dans le troisieme quadrant

f
Y

r=d 2y =2 D=y -1
: T “3n («1; -1)
9:—ﬂ+tgl(%):—ﬂ+T:T £
E Essayez de résoudre
@ Trouver le module et la détermination principale de 1'argument o Rappel
de chacun des nombres complexes suivants : grad _ 6°
@z =T +4Ti ®z=1-47i L
= _ o Cette formule est utilisée
&z =- 431 ) z4 =5 pour transformer la

s ks meure d'un angle de
Propriétés du module et de I'argument d'un nombre  degrés en radians et

complexe inversement.

Pour tout nombre complexe z=x +y 1 d'argumentf , on a :

1) 1z2>1

2) L'argument d'un nombre complexe peut prendre une infinité de valeurs en ajoutant un
nombre entier de tours 277 d'ou I'argument d'un nombre complexe est égal a6 +2 77 n ot n

est un nombre entier.

3) lzZl =1z =1z =l-zlot z estleconjugué dunombre z.

4) z 7 =122 =15 12

Réflexion critique : Si6 estla détermination principale de 'argument d'un nombre complexe z,

trouver la détermination principale de 1'argument de chacun des nombres-z, z et % .

Exemple

ﬂéw Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme trigonométrique:
a =2-24 b = = €z, = ——— d = -
a/z;=2-2431 bz 41 € 73 73 T dlz, 3

Solution

*.” Laforme d'un nombre complexe est z=x +y1 , alors:
alx =2 et y=-243

.. z; est situé dans le quatrieéme quadrant y

£ =zl = 1/){2+y2 = ‘/(2)2+(_2ﬁ)2 = 416 = 4

0 = tg'l(‘zf):% & 2
".z3=¢(cos @ +1s1n0) O 0 243

=4 (cos(%) +1 sin(%))
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1
b w20 et ¥=Ea4d 3’“
". Z, est situé sur l'axe des ordonnées
(=)= {57 = JoF + (W = 4 . VA
— AL . = /5 . e (B
6 = 2 ..22_4(cos(z)+1sm(2)) .4
T v2
(. 4 3 -1 ; 5 L . :
L) z; = 73+ X 73 i -4/3 +1 Enmultipliant par le conjugué du dénominateur
-43 y=1 .. z3 est situ€ dans le deuxiéme quadrant v
b=l =4 % = 43+ 3 1
]
0 =7 -tan ! —A— = STE >
S 3 L T l
i
z3 = 2 (cos el 1sin T)
d)-x = -3 et y=20 .. zy est situé sur I'axe des abscisses

1=z = § ®? + 3 =4 (3?2 + (02 =3
6= . Zy = 3(cosm + 1sin)

ﬂ Essayez de résoudre 0

Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme o
@ B (1l =cos0+isin0

trigonom étrique :

£ \ : — ; -1 =cos+isinma

a)z. =8 kB) 7, = 51 KE) 7,=-3.-31
1 2 3

Di:cos%isin%

) Exemple

O-i=cosZ+isint
2 2

1;4} Trouver le module et la détermination principale de 1'argument de

chacun des nombres suivants :

‘a) z; = -8 (cos45° + isin45°) o Rappel
. 4

(b) z, = 2(sini7r = icos§ﬂ:)

> cos 6 —isin6 =
(o 2 Solution cos (-0) + i sin (-0)
(@) z; = -8 (cos45° + isin45°)
= 8(- cos 45° -isin45°) y
"x<0,y<0 .. Zp est situé dans le troisieme quadrant
*-cos45” = cos(180° + 45°) |, -sin45° = sin(180° + 45°)

. z; = 8(cos 225" + isin 225°)=8(cos - 135" + isin - 135°) z, =8

.,:-3ﬂ:

". le module de z; = 8 et la détermination principale 6 = -135 i
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Unité (2): Nombres complexes

(b) Iy = 2(cos%n+1sm3ﬂ) 0 Rappel

x>0 ety<0 .. t situé dans 1 trie drant .
X ety z, est situé dans le quatriéeme quadran sm(%+6)=cosl9

m%ﬁ‘r :cos(ng+iﬂ):coslgﬂ—cos( ) cos(%+9)=—sin9
~cos 37 = sin (B + 3 1) = sin (KL 7) = sin () sin L 4 6) = -cos 0
) :Z(COSS%HSIH <)) cos (37”+9)=sin9
". le module de z, =2 et la détermination principale 6 = STE

ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver le module et la détermination principale de 'argument de chacun des nombres
Suivants

)z, =2 (cos 2=~ i sin -4 b 7,= ﬁ (sin 45° - 1 sin 45°)

(A2

“ﬁ A apprendre (2)

Multiplication et division des nombres complexes en utilisant la forme
trigonométrique
S1z; = ¢(cosO; +1smm0Oy) et zp, = §(cosO, + 1sinO,)alors:

66, (cos 6 + 1sin ;) (cos B, + 1sinb,)

1 ) 212y

46 (cos(0; + 0y) + 1sin(6; + 0,)) (1)
Donc. 1z;z,| = 46 = |z4llz,)
a L'argument de (z,z,) = 0; + 0,

£ 4 cosB; +1sin O ¢
2) L-—x_—1 L= L (cos (6, - 6,) +isin(6, -0 2
) n 4 cos@, +1sin 6, b (cos (61 -6,) (6, - 6,) (2)

z ¢ z
Done|—L1= -L = &l ¢ L'argument de (z_l) = 0,-6,
2

29 ) Iz,

Avec l'aide de votre enseignant, démontrer les relations (1) et (2).

{:} Exprimer 3 (cos —+ 1 sm% x4 (COSﬁ-ﬁ- 1 sin —) sous la forme x + y 1
©» Solution

?)(cos?—‘;'r + 15111 ) X 4(cos 5 J lsmﬁ

=13 % 4((cos 2 " ﬁ)+isin(ﬁ + f[—z))

12 (cos% + isin%) =120 F 1))y = A2
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

ﬂ Essayez de résoudre

@ Exprimer 2(cos % + sin %) % 3(cos 'ZTE +1 sin_zTﬂ)) sous la forme x +y 1

) Exemple

i )
(6 S1z,; et z, sont deux nombres complexes représentés dans le plan d'Argand comme le montre

la figure ci-contre, trouver le nombre 2—2 souslaformex +y1.
1

©» Solution
Drapres la figure, |z, = 2 et l'argument de = 90° +10° = 100° i y
1
. z; = 2(cos 100° + 1sin 100%)

lzyl = 4 et argz, = -20° % 10°
. Zy = 4 (cos(-20°) + 1sin(-20%)) - N
. & _ 4 cos(-20°) + isin(-20") ) L) X
a2 (cos100° + isinl00°)
= 2[cos(-20°- 100°) + ism(- 20° - 100°)] z,
= 2 (cos(- 120°) + isin (- 120%)) & - d
= 2(-%-1 P JZT) = .
ﬂ Essayez de résoudre 4 Z;
@ Utiliser le plan d'Argand ci-contre pour mettre le nombre z—f
sous la forme x + y1 - "
- X
Corollaires :
1) Siz= ¢(cos6 + rsin6) alors v
(@) =+ (cos (-0) + rsin (-6)) (b) 22 = A(cos20 + isin26)

2) Nous pouvons généraliser la régle de multiplication sur un nombre déterminé de nombres

complexes. S12z;,2;,...... et z, sont des nombres complexes et s1 :
z;=¢(cosO;+1sin0y), zy=6(cosOy+18in6,), ..., Z, = €(cos@, + 1sm6O,)
alors:z;zy ...z, = 6 .. €(cos(O0; +0y+ ... +6)) +1isin(0; + 0y + ...+ 6,))
Dans le cas particulierotiz; = zp = ....= z, = {cosf + isinf)ona:

M =¢%(cosnoe+1sinne)

i, ¥ . . L. . .
(7)) Mettre le nombre 1 —i sous la forme trigonométrique puis trouver (1 - 1)
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Unité (2): Nombres complexes

©» Solution
*x=1

.'.é’:,/x2+y2 :,/12+(_1)2 :ﬁ

. Z estsitué dans le quatrieme quadrant

et y=-1

x>0 et y<0

6= tg () =~ " 1-i= 7 (cos—3—+ isin—g)

S (1-D8 = (42)F cos(50) + isin ()
= 16 (cos (- 2m) + isin (- 2x))
= 16(cos0 +1sm0 ) = 16
ﬂ Essayez de résoudre
@ Sizy=2(cos 10" +1sin 10%) et zy = 3(cos 40° + 1 s1n 40°)

trouver le nombre z,* z,* souslaforme x +y 1

Forme exponentielle d'un nombre complexe (Formule d'Euler)
Nous pouvons exprimer toute fonction dans la variable x comme une suite de puissances de x
appelée la suite de Taylor. Dans ce qui suit, nous présenterons le développement de Taylor pour

certaines fonctions qui feront 'objet d'étude dans cette unité.

1) Lafonction sinus : y = sin x

3 5 2n-1
g = s s e Bl T
1! 3! 5! @2n-1)
(La fonction sinus est une fonction impaire car sin (-X) = — sin X. Par conséquent, le
développement contient les puissances impaires de x)
2) Lafonction cosinus : y = cos x

2 4 2n-2
cosx = I- > + 2 _ .+ (- D1« A

2! 4! (2n-2)!

(La fonction cosinus est une fonction paire car cos (-x) = cos x. Par conséquent, le

développement contient les puissances paires de x)

3) Lafonction exponentielle y = €
2 3 n
e =1+ i + X_ X_ + X_ +
1! 21 31 n!
Remarquez que
ix ix izx? L8 G i
- T 2] 3] ol
51 4 X x? ) ix3
B 1! 2! 31
2 4 3 et L _
X X R X =
SR S . N ST Lequatane £ =10
I 41 1! 31 est le lien entre les
: .. cing nombres les plus
e® = cosXx + 18InX n P
célebres. Dans la

30

Donc le nombre complexez = x + 1y =¢(cos6 + 1sin6) peut

s'écrire sous la forme :

zZ = ¢et

Cette forme est appelée la

formule d'Euler, 6 doit
étre en radians.

forme d'Euler ou 6 es mesuré en radians.
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

) Exemple

Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme exponentielle (forme d'Euler):

(alz; = 1+1 M)z, = 1+43 0 (€)z = %1 (d)z, = 2
©» Solution
,_ﬂ_"'21:1+i soxal st oy 1
¢ =lgl = J AP + QY =42
"x>0ety>0 .". zp est situé dans le premier quadrant
< L
Q:tan'l(%):% 212669‘:1/2_61‘
b zy = -1+43 1 Fo BB 0y Y
¢=d (P63 R =2
"x<0et y>0 .. Z est situé dans le deuxiéme quadrant
o e 1 =y 3 I P
.0 = @ +tan (—JB_)_?’Q: s By B HE s 2ed
y p 4 P 3 P
\&)z3 =eT6l=¢’xe6! Donc ¢ = |zl = e*, etl'argument de z3 = i3
@z, = - 21 ox = Oety =-2 o l= JOR + (D= 4T =2
i =0 st wisisd .. z4 est situé sur l'axe des ordonnées
7
w1 :% = e

ﬂ Essayez de résoudre

Siz:*’?

|

Eoa .
— écrire le nombre z sous la forme exponentielle.
i

Multiplication et division des nombre complexes en utilisant la forme
exponentielle.

Sizy = 4 il et Zy = b cfai

: . 0, + 6,
Alﬂrs Z]_Zz = é’lt’z 66].1 e 6621 = flgz e( 1 2}1,
64i - RIRL
oo b O b 6,76
% b ef2i 7

Exemple

@ Trouver le résultat de ce qui suit sous la forme exponentielle :

(@) 2(cos 25° + isin25°) x 2(sin 158° - isin 158°) b) ( 11 iy
-1
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©» Solution
53:3:.7' Mettre le nombre z, sous la forme trigonométrique comme suit :
"."(sin 158° - 1sin 158°) = sin (90" + 68°) -1cos (90° + 68°) = cos68° + 1isin 68°
. 3(cos25” +1s1mm25°%) x 2(cos68° + 1810 68°)
= 6 (cos (25" + 68°) + isin (25" + 68"))

= 6(cos93° + isin93°) = 6¢l62
b Remarquez que
(b)-1 +1i= 47 (cosd5 +isind5") 0_ q

1 -i= 42 (cos(-45°) + isin(-45°%)) 9 Q_md
o 180° T
L 1 *il) = cos (45" + 45°) + isin(45° + 457 Donc: g@d = 3" 4

i . .. ead 180°
= cos90° +1smn 90° = cos 7~ + 1sin 5 6™ =~ 1,62
o Ly B\ o T T g T
..(l_i)_(Cutherlsmz)_cms.2 +1sin-3
:cos(%)Jrisin(%) :e%l

ﬂ Essayez de résoudre

@ Sizy=1-43 1etzy=1 + 1, écrire les nombres suivants sous la forme trigonom étrique:
a Zl Zz b —2 c (22)6
Z{

37 .
@ Exprimer le nombre z= y7 € 4  sous la forme algébrique x +yi ol x eRet yeR

©» Solution

'.'z:ﬂe%i cl=lzl= f2 et 6= 3Tn RBIﬂﬂl'l]llBZl]llB

. 3w Jeo. S S x ol

c.z=42 (cos -+ isin 4) cos = =cos 135 =5
= el o oo in 3% — 6in 135° = -
—ﬁ(ﬁ-i-ﬁl) sin =7 =sin 135 =77
=-1+1

ﬂ Essayez de résoudre

E .
@ Exprimer le nombre z= 8¢?© "sous la forme algébrique x+yi ol x eR et y elR
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

@i Exercises 2 - 1

Compléter ce qui suit :
® Lenombre z = 3 — 4 1 est représenté dans le plan d'Argand parle point Aot A=(C .., .. )

@ Si le point A représente le nombre z dans le plan d'Argand et si le point B représente le
nombre 7 dans le plan d'Argand, alors A estl'image de B par symétrie par rapporta ... .

@ Le module du nombre complexe z=-51 estégala . .

@ Siz = 2 1 ,alorslzl = ...
2 +1

@ 516 estla détermination principale de 1'argument d'un nombre complexe z , alors son module

7 est ...

. |
@ S1z = —alorslzl = ...

2,

@ La forme exponentielle du nombre -1 +1 est
Siz = 1 + 43 ialors la détermination principale du nombre (z)8 est ...
@ La forme trigonométrique du nombre z = 2-2 4 31iest ...
@ Sil'argument d'un nombre complexe z est 0, alors I'argument d'un nombre complexe 2z est

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ Siz = 42 (sin30° + 1icos30°) alors la détermination principale de I'argument de z est
égalea .
a)30° b 60° c)90° d) 120°

@ Siz = (1 + 43 1)"etlZl = 8 alorsla détermination principale de l'argument de z est égale

a ) b 3 .c_6 -d_ﬂr

@ S1z; =4 (cosO; +1s1n0;) et z, =6 (cosOy +1sin0,) et s10; +0y =7 alors zyZp = ...

al ¢, b -4¢ Gl d) 461
@ Pour le nombre complexe z= -3 , l'argument est égala ... '

\a)0° b 90° (c) 180° \d) 270°
@ Siz = -1 + 43 alors! ;I = [

a)-1-43i b /7 (e)2 @) -2
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Unité (2): Nombres complexes

@ Siz; =-1+43 ialorslaforme exponentielle de z est ...

P o aws B ST 25
a e 4! ‘ble 4! )4/ 2¢e 4! d) /2 et

@ Sizg=2+243 1 et zy=-3-343 alors'argument du nombre z; +z9= ...

a)60° (b) 240" c) 180° d) 300°

: ._a +bi 2, .0
Six+yi= T AloTS RS + V= L

(a) a2+ b2 (b) a2 - b2 c)2a b d) ]

@ La figure ci-contre représente le nombre complexe ... . y

(@ 3(cos 30°+1 sin 30°)

b 3(cos 60°+1 sin 60°) 3

(¢ 3(cos 120"+ i sin 120°) < l >

) 3(cos 150°+i sin 150°)

@ Si la détermination principale de 'argument d'un nombre z est 6 , alors I'argument de est

00O % et £ 7
alg ON: (c)nm-o d -7z +6

Répondre aux questions suivantes :

@ Ecrire chacun des nombres suivants sous la forme trigonométrique

¥
-—
Y
N 4
IS
h'ico
=
"y
A
=
N; un
o]
w
N“

(@ z=-3+4 (&) z5=4 (cos 40° - i sin 407)
@ Trouver le module et la détermination principale de l'argument de chacun des nombres
complexe suivants:
(@) z= -1 +i
bz =
_. Zz ﬁ —i
€ z3 =-2(cos 45° +1 sin 45°)

(d) z,=1+1itg20°
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Forme trigonométrique d'un nombre complexe 2 -1

@ S1zy=cos 114° +1s1n 66" et zy = cos 42° + 1 sin 138" et zy = sin 24 +1 sin 114, trouver la
217y
Z3

@ S1z;=2(cos75°+1sin75°) et z,=4 (cos 15° +1sin 15°), trouver laforme exponentielle les

forme algébrique du nombre

z
nombres z;z, et —- y
Zy
)
@ Dans la figure ci contre trouver la forme exponentielle
du nombre : ZL L2 10°
Zy 10
- A -
X
X, 4

@ Ecrire chacun des nombres suivants sous la forme algébrique :

_3_21:(331

£ T .
b 22: 2 eTl

— I -
\C)3e§ "

- A sin L) dé L oclgii
@812_2(005 3 tisin—3 ) démontrer que iy ey

Siz= 473 +1itrouver sousla forme algébrique le nombre z°

@ & 7 (a+b)+.i (a-b)
(a-b)-i(a+b)
acRetbelR

@ Réflexion créative : Si z; = cos 75 + 1 sin 75 et z; = cos 15 + 1 sin 15, trouver la forme

trouver le nombre z sous la forme la plus simple puis trouver |zl ot

trigonométrique le nombre : z; +z,

_ a7’ v/

@ S1l'argument de z,= % , l'argument de z,= N et l'argument de z3= g trouver :
a l'argument de (z,? z,?) b l'argument de (2z; . z;)
c I'argument de ( 217 ) d l'argument de (23)6
Z3

@ Réflexion créative : Démontrer que cos 6 = % (Pi+ePi)etsing = 'Tl (e¥i — ¢ i)
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Unité
2 -2

~i A apprendre |

» Théoréme de Moivre
pour une puissance
rationnelle positive.

» Racines d'un nombre
complexe.

» Représenter les racines
d'un nombre complexe
dans le plan d'Argand.

—1Expressions de baseio

» Théoréme de Moivre

» Racine

@ Reéflechir et discuter

:a S1 z est un nombre complexe de module ¢ et de détermination
principale d'argument 6, trouver :
1) le module de 73

2) l'argument de z3

(b Soit z est un nombre complexe. Si la détermination principale
de l'argument de z3 est 6, alors la détermination principale de

l'argument du nombre zest ...

8" Aapprendre

Théoréme de Moivre pour une puissance entiére positive

S1 n estun nombre entier positif

alors (cosf + 1sin6)* = cosnf + sin nd

) Exemple

@ Exprimer cos 36 en fonction des puissances de cos 6
©» Solution
. 3 ..
" (cosO +1sm0O) =cos360+1sin36 (1) Théoreme de Moivre.

etaussi (cos@ + 1sin 15‘)3 = cos36 + 3cycos20 (1 sin 6).
+ 3¢y cos B (1 sin 6‘)2 + (1sin 15‘)3
(Formule du binome).
200539 +31co0s20 sinf -3 cosH sin2 6 -1sin3 6 2)
De (1) et (2), en égalisant les parties réelles .
“sin?6 +cos?h = 1 . sin26 =1- cos?6
. cos’0 = cos’0 -3 cosO sin’o
= cos’ 0 -3 cos@ (l-cos?6)
=cos’0 -3 cosO +3 cos’ O
=4 cos? 6 -3 cosé.

E Essayez de résoudre

® Exprimer cos 3 6 en fonction des puissances de sin 6
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Théoréme de Moivre 2-2

Théoreme de Moivre pour une puissance entiére positive

On sait que cos @ + 1sin 6 = cos (0 + 2rz)+1sin (6 + 2177) ot T est un nombre entier

1
Si k est un nombre positif, alors (cos® + isin )k = cos w + 1sin w

5
Donc I'expression (cos@ + i sin @)k prend plusieurs valeurs suivant les valeurs de r. Le nombre de

ces différentes valeurs est égal a k. On obtient ces valeurs en posantr=_,-2, -1, 0, 1, 2....

Ces valeurs rendent l'argument % compris entre -7 et 71

@ Trouver dans @, 1'ensemble solution de 1'équation z* = 8(1 - ¥ 3 1)

©» solution
On met le nombre 1 - 43 1 sous la forme trigonométrique. x = 1 ety = — 43

*. Le nombre 1 - /3 1 est situé dans le quatriéme quadrant.

P ZA-8-RF4 L. x=8,y==8 43
843
r= /87 +(843) =16, tan@:Tf:-ﬁ
x>0 , y<O0 .. 7% est situé dans le quatriéme quadrant

0=tat L (-iyZ ) =il
o/
pour r=0 ona 21_2(cos(lz)+1sm(12)) 2 gl

pour r=1 omna 22_2(005( )+181]1(ﬁ)) 2612

pour r=-1 ona 23_2(005( Ty 1 isin( 12))—2612i

11z
pour r=2 omna 24_2(005( )+1sm( )):2612

i

/a8 5T . Ax . Lz ,
. L'ensemble solution ={2e 12! ; 2e712'; 212 '; 2e717'}

E Essayez de résoudre
@ Trouver dans @, 1'ensemble solution de I'équation 74 =2+ 2431
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—

) Trouver les racines de 'équation z> = 1, puis représenter ces racines dans le plan d'Argand.

G

'''''

©» Solution
72 =1
= cos0” +1 sin0’
. . l
*. z=(cos0" +1 sin0")3

o % (2rm) + i sin % Q1)

Pourr=0ona z; =cos0° +1s1n0° = 5)
Pourr=1ona zzzcoszTﬂ+isin23—ﬂ
Pourr=-1lona z :cos_2ﬂ+isin_2ﬂr =1

3 i) 3

Les racines partagent le cercle ayant pour centre le point

d'origine et pour rayon l'unité en trois parties €gales. Zy

La mesure de 'angle au centre de chaque partie est 120°

(les trois points sont les sommets d'un triangle équilatéral).

ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver les racines de I'équation z* = 1 puis représenter ces racines dans le plan d'Argand.

Racines niemes
1

- z - z n
L'équation x" = a ol a est un nombre complexe admet n racines sous la formex =a".
Nous pouvons calculer ces racines en trouvant la forme trigonométrique du nombre a puis
appliquer le théoréme de Moivre. Les racines se trouvent dans le plan d'Argand sur un cercle

ayant pour centre le point d'origine et pour rayon l'unité jaj2 . Les points représentant ces racines
sont les sommets d'un polygone régulier de nombre de sommets n.

() ) Exemple

(Racines cinquiémes du nombre - 32)

lf’:‘:? Représenter sur le plan d'Argand les racines cinquiemes du nombre - 32

o
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Théoréme de Moivre 2-2

€» Solution
Les racines cinquiemes du nombre —32 sont les solutions de
1’ équation z° = - 32
En mettant le nombre —32 sous la forme trigonom étrique :
*.z>=32 (cos 7 +1 sinzr)
1 1
s.z=327 (cosm +1 sinzr)?
=2 (cos 3 (7 + 20m) + i sin - ( + 20m))

On calcule la premiére racine en posantt = (

s 2] =2 (pus % +1sin %) = 2 (cos 36" +1sin367)

La mesure de 'angle au centre entre deux racines consécutives est 360, mye
Zp=2(cos (36" +72°)+1sin (36" +72%)) = 2 (cos 108" + 1 sin 108")
z3=2(cos (36" +72°) +1sin (36" +2 x72")) =2 (cos 180" + 1 sin 1807)
zy=2(cos (36" +3x72°) +isin (36" + 3 x72°)) = 2 (cos 252" +1 sin 252°)
=2 (cos (- 108") +1sin (- 108%))
z5 =2 (cos (36° +4 x72°) +1s1n (36° + 4 x 72°)) =2 (cos 324° + 1 sin 324°)
=2 (cos -36° +1sin - 36°)

E Essayez de résoudre

@ Représenter sur le plan d'Argand les racines sixiemes du nombre 1

) Exemple
e"‘“%‘} i % .
(5 ) Trouver les racines carrées du nombre 3 +41

€ Solution
Soit (3 + 41)‘2L =x +y 1 En élevant les deux membres au carré
S 3+4i=xt-y2+2xyi
L xt-y=3— 1) et 2xy=4 —(Q2)
En élevant (1) et (2) au carré puis additionnant
Lxt-2xryt eyt 4x2yi=9+16 e x4 2%ty ayt=05
3 EELyHE=25 &+ y)=503)
En additionnant (1) et (2):2x2=8doiix=+2pourx=2 en (1) on obtient y = 1
.. La premiére racine est 2 +1 et la deuxiéme racine est —2 — 1

E Essayez de résoudre

@ Trouver sous la forme trigonométrique les racines carrées du nombre 7 — 241
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) Exemple

@ Trouver dans €, I'ensemble solution de I'équation (6 — 4i) x2 — (6 —4i)x +9 —7i=0

©)» Solution
Nous pouvons mettre 1'équation sous la forme :

2 6-4i . 9-Ti _
T i Pl

En utilisant la formule générale de la résolution d'une équation du second degré
-b+4b2-4ac _ G+i)E¥ (G +i)*-4x1 @ +i)
2a 2

O+1)+y24+10i-32-4i
2

X :(5+l)i2J-8—6i . onpose a+bi=+ 8+6i

X

X =

aZ —b2 + 2abi =-8 + 6i

a?-b2=-8 (1 2ab=6 (2) a2 +b2=10(3)
de let3 a’=1 T | . b=43
soa+bi=1(1+3i) _'_xzw

x=3+21 ou =2

ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver dans @, I'ensemble solution de I'équation x2 + (1 +1)x -6 +3i=0
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@ En utilisant le théoréme de Moivre, démontrer les identités suivantes :

(@) cos40=8cos? 0 - 8cos?0 + 1 b sin 56 = 16 sin%6 - 20sin36 + 5 sin

@ Trouver dans @ , I'ensemble solution de chacune des équations suivantes puis écrire les

racines sous la forme x + y 1:

@z=16 (B)2+8=0 (€) 3+8i=0
@ Trouver l'ensemble solution de I'équation z° + 243 =0 otz € @

@ Trouver l'ensemble solution de 1'équation z* = 2 + 243" i Ecrire la solution sous la forme
exponentielle.
@ Trouver les racines cubiques de chacun des nombres suivants :
(@2-247i bi1-i @ si @ 3+41 (e)5-12i
@ Trouver les racines cubiques du nombre 8 puis représenter ces racines sur le plan d'Argand.

@ Trouver les racines quatriemes du nombre —1 puis représenter ces racines sur le plan
d'Argand.

: 2
Si%: a+bi trouverlavaleurde (4 b +a i)
+1i

@ Mettre le nombre 2 2 (1 +1) sous la forme trigonométrique puis trouver ses racines carrées

sous la forme exponentielle.

3
@ Siz=8 - 61 trouver z* sous la forme algébrique.

@ Réflexion créative : Démontrer que cos 46 = % (cos46 +4 cos (26 +3))
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uni‘té (2)

— You will learn :

Racines cubiques de l'unité

Travail Coopératif :

) ) En utilisant le théoréme de Moivre, trouver l'ensemble solution de
» Racines cubiques de j ] 3
I'équation z”° =1

l'unité.
» Propriétés des racines Trouver les racines précédentes sous la forme algébrique.
cubiques de l'unité. Trouver l'ensemble des trois racines. Que remarquez-vous ?

» Représenter les racines
cubiques de 'unité géo-
métriquement.

5}‘5 A apprendre

» Le conjugué de a + @ et s E .y #
e Racines cubiques de l'unité

deai+@.
En utilisant le théoréme de Moivre on trouve que l'ensemble solution de
l'équation 2> = 1 est :
1. L,¥3. -1 43,
Ce= 4+ —1; - L
2 2 2 2
Key terms ) )
o Le carré de l'une des deux racines complexes est €gal a 'autre racine.
» hdcine

Par conséquent, nous pouvons écrire les racine cubiques de 1'unité sur la
Lid3; @=1L1zx43;
2 2 2 2

» Racine carrée
» Racine cubique forme 1 , w etw? ol @ = -
» Cercle de l'unité

» Conjugué SN e
Est-il possible de trouver les racines cubiques de 'unité en utilisant la
forme algébrique du nombre complexe ?
Propriétés des racines cubiques de l'unité :
Sil, wet w?sontlesracines cubiques de I'unité, alors
1- 1 + o+ @*=0 (la somme des racines = 0)
l+w=-0?, 1+0?'=-0, © +0?=-1)
Materials |

» Calculatrice scientifique 2- a)31 =1 ) 1

» Logiciels de graphisme (E = w*, 7 o =) @
3- Les points représentant les racines ~\20°

cubiques de l'unité sont situés sur

N

un cercle ayant pour centre le point - 120°

d'origine et de rayon 1. Ces points sont

les sommets d'un triangle équilatéral.
4- (w -0)=1/3 i, (@*-w)=% {3 i
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Racines cubiques de I'unité 2w

c“) Exemple

@ Sil, wet @?, sont les racines cubiques de I'unité, trouver la valeur de :

(a)5 + 50 + 5w ®a- % . 522_) 3 + 50 + 50%)
€ Solution
a L'expression = 5 (1 +@ + w? ) En prenant 5 comme facteur commun
=8 ul=0
b L'expression = (1 - 2. —22—) (3 + 5w + 50?) put g w?, Lz: @
w @ @ W
=(1-20%-20)3 +50 + 50¥)=(1-2(@ + @) B + 5(w + ®?))

=1 -2¢CINGB+5¢1Y=0+2)3 -5=-6

E Essayez de résoudre
@ Sil, wet @? sontles racines cubiques de 1'unité, trouver la valeur de :
P = 1 |
@2+5m+ 20 b)) (@ + —) (0? + —)?

) ( ) b) (@ + —) (@ + —)

¢©) Exemple

2 4
@ Démontrer que S -30” 2 - Tw ] =
S5w-3 2@%:7

©» Solution

L'expression =

5302 2.7 ]“:[5@3-30)2 ) 20)3-7(0]4
5w -3 2w*-7 S0 -3 2w?-7

:[ o*Gw -3) 0w -DP_ [ P [T TPl
5w -3 2w*-7

E Essayez de résoudre

, a+wb-wlc ct+aw’-bow P
@ Démontrer que[ - ] =81
wfa+b+cw wc+bwt+a

mv Exemple

@ Démontrer que x = _IJFTS est 'une des racines de I'équation x!1% + x> + 1= 0
©» Solution
”:_HT M:-HTm:_%+Ei

x représente l'une des racines cubiques de I'unité

Six=w, alors ol + @+ 1=w +@? +1=0
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ﬂ Essayez de résoudre
@ Former une équation du second degré dont les racines sont (1 + @ - a)2)3 , (1 - @+ aJ2)3

Exercises 2 - 3

Sil, @ et @? sontlesracines cubiques de 1'unité :

Compléter ce qui suit :

DQ+50+20%= .. Q- )= ...

D@+ Lpr s p= (@) Six= 1%@ alorsx8 +x4= .
a

G (;2)(1 b D)= @1 +30+302 =
@ + w

() Sia =20 - 30* et b= 3 + 5walorsa? + b2 = ...

r=1
Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ Le conjuguc dunonibie @ est€aal 8 .o
al (b) @? (g)1 @) -w

1 1
q0) ( | 1= |

a)2 b0 &) -3 (@) -5
RPN Y Ut R L —————

a1 (bla-b () (a - b)? (@) b? - 22
Da+20°+ DA +20+ D=

a0 (b)1 (&) -1 (@) 2

.a-a) - d - - -
(a) 31 (b +43 i -3 (d) 3

a-dw (1)2 _
@ Si(l + w)’=a + bw on a et bsont deux nombres réels, alors (@, b) = ...

(@), -1) (o) (1. 1) ). 1 @a, -1

@ Si(l + @*)® = (1 + w*" alors la plus petite valeur entiére positive den est ...
(@) 2 b)3 OF dl6

@ l+ o+ @+ + ..+ =

@0 ® 1 © w @) o
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Racines cubiques de I'unité 2w
@ Sz = @R alors |7l & s DL ESE UNiomMbre entier posiaf
(all b o ©x d) o?
6
r=1
(@) o b6 (c) 1 d1+ow

@ Démontrer les 1dentités suivantes :
(al(1-o+a?)1 -a®+ a1 -+ a¥)(l - b+ 0! = 24

- 5
b)(—Z 2 + (1_+%f0_)2 = =10 ;2

1+ B © 3
c[ | _ (0] +i2. ]8 = TG
1 + wi 1 + w4
d) [ 5-3w" 2-Tw ]2 S B e (1 + a)Z)S - w?

5w-3 2% -7
0 -a+a*)? (1 @? e+ o = do
@ Trouver la valeur de :
(a5 + 3w + 3 @? bl +w+20M) + (1 + 20 + o?)?

(o) @X@- D@ -1
T Qo+ (@ +2)

d - 2 e)(l + — + 1)1 + + 1
[ 1 + 3w 1 +3w ] ( @ )( EZ_ )

@ S1x = '1+2¢ démontrer que x® + 6x> + 15x% + 20x3 + 15x% + 6x = 0 Trouver

ensuite les racines carrées du nombre Xx.

o1 1 ; y ; 2 7 ;
@ Si et - sont les racines d'une équation du second degré, trouver cette équation .
S l + w

@ SiZ =2 (w +1) (w* +1) trouver les différentes formes du nombre z puis trouver les racines

carrées du nombre z sous la forme trigonom étrique.

¢4) Réflexic

ion créative : Trouver la valeur de n tel que 2 +5w+2 @*)* = 2 + 2 w+ Swh)*

: e 10 ~— 10
@ Trouver ensuite : 'a | 2,'0 w b 2,'0 (1 + o + @)
r= E=

Algebre et géométrie dans I'espace 45



Géométrie dans 'espace

Introduction de I'unité

La géométrie est la science de I'étude des différentes figures et leurs propriétés. Elle étudie épalement les relations
entre les figures, les angles et les distances. Elle est subdivisée en deux branches :

La géométrie plane qui étudie les figures géométriques ayant deux dimensions, et la géométrie dans I’ espace qui traite
les solides ayant trois dimensions (longueur, largeur, hauteur). Elle traite des formes parallélépipédiques, cylindriques,
coniques et sphériques. Les Grecs étaient les premiers a utiliser la géométrie, Thalés a démontré certains théorémes
et Euclide a rassemblé toutes les propriétés géométriques, et les a classifiés dans un livre intitulé «Les Eléments».
Ensuite, la géomeétrie a évoluée en géométrie dans I’espace, trigonométrie, géométrie de Minkowski (traitant quatre
dimensions), géométrie non euclidienne et d’autres. Dans cette unité, nous allons étudier I’ utilisation des vecteurs
dans I’étude des doites, des plans et la relations entre eux dans trois dimensions.

Objectifs de 'unité
Apres ’étude de Punité, et apres avoir réalisé les activités, il est attendu que I’éléve soit capable de :

& Identifier un repére 4 trois dimensions etdécomposer & Identifier le produit scalaire et produit vectoriel de

1
et i rians | cpart deux vecteurs dans le pan et dans l'espace.

& Identifier les propriétés du produit scalaire et du
produit vectoriel de deux vecteurs dans le plan et
dans l'espace.

£ (aleuler la distance entre deux points dans l'espace

et les coordonnées du milien d'un segment dans

l'espace. & Identifier l'angle entre deux vecteurs dans l'espace.
& Trouver l'équation cartésienne d'une sphére en & Identifier la perpendicularité de deux vecteurs dans
fonction des coordonnées de son centre et d'un point l'espace.
de sa surface. £ Déterminer les angles directeurs et les cosinus d'un
1
& Identifier les vecteurs dans l'espace a travers : vecteur dans lespace.
# Utiliser le produitscalaire pourtrouver la composante

» La représentation du vecteur par n triplet. algébrique et orientée d'un vecteur dans la direction

» Les vecteurs unitaires de base ; = (1, 0, 0), d'un antre.
j =0,1,0)et x =(0,0,1)

g

Utiliser le produit scalaire pour trouver le travail

fourni.
b Exprimer un vecteur en fonction des vecteurs . N ;
P R e & Identifier la signification g€ométrique de la norme

unitaires de base i , j et k du produit vectoriel.

» Exprimer un segment orienté dans l'espace en & Identifier le produit mixte et sa signification

fonction des coordonnées de ses extrémités. géometrique.
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Expressions de base

& Espace < Plan Z Vecteur de position
< Atrais dimensions < Scalaire Z  Vecteur unitaire
= projection $  Produit vectoriel < Normed JIt.rJ'1 vecteur
= Régle de la main droite s Composante d "un vecteur
S Vecteur a trois dimensions 2 Produit mixte
Matériel utilisé Lecons de 'unité
¢ Caleulatrice scientifique Lecon (3 - 1): Repére orthogonal dans trois

dimensions.
Lecon (3 - 2): Vecteurs dans l'espace.

Lecon (3 - 3): Produit des vecteurs.

Organigramme de 'unité

Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

|

Repeére orthogonal dans trois dimensions

1

[ [ D

Position d'un corps ou d'un Vecteurs Opérations sur les vecteurs

point dans |'espace | |
( | ] { 1 i ¢

itd' Addition inlicati
Vecteur Vecteur Projecﬁon PrOdUIt dtun Mu|t|p|lcatlon

= i vecteur par un des des vecteurs
position unitaire éﬁg:ggg&nﬂ% nombre réel vecteurs |
f Produit scalaire de deux vecteurs ~ Produit vectoriel
de deux vecteurs
E— Milieu d'un L -
entre deux segment / \
points JOIgna!:lt
dans deux points Signification Propriétés de la
I'espace géométrique du produit multiplication de

vectoriel vecteurs
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Unité (3)

3-1

~i A apprendre |

Repere orthogonal dans trois
dimensions

@ Reéflechir et discuter

» Déterminer la position »  Pour déterminer la position d'un corps sur

Corps

d'un point dans . . .

R une droite, 1 est nécessaire de trouver la «—o—————o—>
unrepere ToIs ] . ) o X . A
dimensions. distance de ce corps par rapport a un point

» Déterminer les
coordonnées du milieu

fixe (facultatif) appelé le point d'origine (O)

48

OA=xeR
d'un segment joignant
deux points dans
l'espace. 5 ; iy ;
e A  Pour determl?ler la pos@on dun corps y 4
entre deux points dans dans un plan, il est nécessaire de trouver la
l'espace. projection de ce corps sur chacun des deux I A
» Equation d'une sphere axes d'un repére orthogonal
dans l'espace. i _ b ¢
# Comment pouvez-vous déterminer la ‘I "
position d'un corps dans l'espace ? . Fhachan -
& —
~i Expressions de base o Eﬂ A apprendre
» Espace Repé h 13 " g
» A trois dimensions epere orthogonal a trois &
s Brojectio dimensions (3) 0; 0; z ' D
» Régle de la main droite ) Y
\ Plan Les coordonnées d'un point A sont 4
- z !
déterminées dans l'espace, par rapport C A
a trois axes concourants en un méme « y X ‘;:
point et orthogonaux deux a deux, en ’ . x/ D
p : £ ; N \
¢ Matéeial ubilied déterminant la projection de ce point sur Qe @%
.\ B -
» Calculatrice scientifique ~ chaque axe . Nl

Pour réfléchir : Dans le repére a trois dimensions précédent, trouver

les coordonnées de chacun des points B, CetD
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Repeére orthogonal dans trois dimensions | 3-1

Notions de base :

1- Régle de la main droite

Pour construire un repére orthogonal a trois dimensions, il faut suivre la i

regle de la main droite ot les doigts courbés dans la figure indiquent le y
passage de la direction positive de 1'axe des x vers la direction positive de A

I'axe des y et le pouce indique la direction positive de 1'axe des z. o

2- Plans des repéeres

#  Tous le points dans 'espace ayant pour coordonnées y=0 = of
(x ; y; 0) sont situés dans le plan cartésien XY dont \ﬁ
I'équation est z=0 /X =0
b n’figin point

#  Tous le points dans l'espace ayant pour coordonnées

.

(x ; 0 ; z) sont situés dans le plan cartésien XZ dont

I'équation est y =0

#  Tous le points dans l'espace ayant pour coordonnées

(0 ; y; z) sont situés dans le plan cartésien YZ dont I'équation est x = 0

(P Exemple nqiormination de la position d'un point dans I'espace)

@ Déterminer de la position de chacun des points suivants en utilisant un repére orthogonal a
trois dimensions:

(@) A(-2;3;2) (b)B@3;-1;5) (c)C 4 0;-1)

> Solution

ﬂ Pour déterminer le point A(-2 ; 3 ; 2)
, on détermine le point (-2 ; 3) dans le
plan cartésien XY puis on se déplace
de deux unités de longueur dans la
direction positive de l'axe des z. Le
point obtenu est A(-2 ; 3 ; 2).

b Pour déterminer le point B(3 ; -1 ; 5),
on détermine le point (3 ; —1) dans le

plan cartésien XY puis on se déplace

de cing unités de longueur dans la

direction positive de 1'axe des z. Le
point obtenu est B3 ; -1 ; 5).
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Unité (3): Géométrie et mesure dans deux et dans trois dimensions

c Pour déterminer le point C(4;0;-1),
on détermine le point (4 ; 0) dans
le plan cartésien XY puis on se
déplace d'un unité de longueur dans
la direction négative de I'axe des z.
Le point obtenu est C(4 ; 0 ; -1).

E Essayez de résoudre

@ ‘a) Déterminer la position de chacun des points suivants en utilisant un repére orthogonal a

trois dimensions :

A(3;2;3) B(-1;4;3) C(0; 0; 4)

b Compléter:
1- La distance du point A(1 ; 2 ; 3) par rapport au plan cartésien XY = unités de longueur.
2- La distance du point A(4; -2 ; 1) par rapport au plan cartésien YZ=__ unités de longueur.

% A apprendre

Distance entre deux points dans l'espace
Sotent A(x;;y;;z;) et B(Xy; y,; zy) deux points dans l'espace. La distance entre les deux
points A et B est donnée par la relation

AB=+4 (o -%)P+ -y + (25 -2y)?

P 3
2'2 Ly
Z |, g
: e B xy»2)
e ] 23.2
% 1 Y%y c
lfl y
g Lf y
- A}_:
Xy Xy Xy s L
= D v:w

@ Démontrer que le triangle ABC tel que A=(2;-1;3),B(-4; 4;2)et C(-2; 5; 1) est un triangle

rectangle en C.

& Solution
AB= J Xy - X 2+ (yy -y 2 + (2 -79)? Formule de la distance entre deux points

= J QAR+ (3-22 =/62
BC= § (4+2}+(@A-52+@2-1)* =46
AC= { Q+22+(1-52+B -1 = /35
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Repére orthogonal dans trois dimensions | 3-1

. (AB)2= (y62)2=62, (BC)2 + (AC)2=(/6)2+(4/65)% =6+56=062
. (AB)2=(BC)? + (AC)? c.m( C)=90°
B Essayez de résoudre
@ Démontrer que les points A= (4; 4; 0), B=(4; 0; 4) et C = (0; 4; 4) sont les sommets d'un

triangle rectangle isocéle puis calculer son aire.

5&? A apprendre

Coordonnées du milieu d'un segment dans l'espace
Soient A(x;, ¥y, z;) et B(x,, y,, z,) deux points dans I'espace. Les coordonnées du point C, le
milieu du segment AB sont :

C= Xp+tX Y1ty | L1 t1y
2 ” 2 ” 2

@ SoientA=1(1,-3,2), B=, -1, 4), Trouver les coordonnées du milieu de E

€» Solution

+ + +
Coordonnées du milieu de :(X12X2 ! )’12)’2 4 21222)
_(1+4 . ] 2+4)
N2 2 2
_(3. 5.
=(3:-2:3)

ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver les coordonnées du milieu de 6 tel que C = (0; 4; -2) et D(-6; 3; 4)

critique: Si C(2;2;6) estle milieude AB ol A (1; -4 ; 0), trouver les coordonnées
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Exercices 3 -1

Compléter ce qui suit :
@ Sile point (x ; y ; z) est situé dans le plan cartésien XY ,alorsz= ...

. i i . . B .
@ Lesdeux droites xx' et zz' formentle plancartésien ... quiapouréquation

@ Lafigure ci-contre représente un parallélépipede construit dans
unrepere orthogonal. Sil'un de ses sommets estle pointd'origine
O(0;0;0), alors les coordonnées dupoint Bsont ... .

et les coordonnées du point Csont ... .

@ S1A(1;-1;4)et B(0; -3 :;2), alorsles coordonnées du milieu
de ABsont ...
Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ La distance du point (3 ; -1 ; 2) par rapport au plan cartésien XZ est €gale a .. unités de
longueur
(@) 3 (®) -1 (c) 2 d 1

@ La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-2 ; 3 ; 4) sur I'axe des x est égale a

... tnités de longueur.
(@) 2 (b) 3 (c) 5 (d) 4
@ Les coordonnées du milien du segment ayant pour extrémités les deux points (-3 ; 2 ; 4) et
(5;1;8) est .
@a;3;6 ®)@;1;9 ) 8;-1;4) @a;3:2
Répondre aux questions suivantes :
Calculer la distance entre les deux points A et B dans chacun des cas suivants :

[@)A(7;0; 4et B(1;0;0) bJA@; 1;9et B2; 1; 6)
C)AI; 1; Det B(2, 3,

@ Dans chacun des cas suivants, démontrer que les trois points donnés sont les sommets d'un

triangle rectangle puis calculer son aire :

@) (2;5;2),0;0;2et(0;4;0 (b)(4;4;1),@2;-1;2ect(-2;5;0)

z 4
@ La figure ci-contre représente un cube de volume 27 unité cubiques.
Si1'un de ses sommets est le point d'origine, trouver les
coordonnées de ses autres sommets . y' 0 y
z'y
X
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Repeére orthogonal dans trois dimensions | 3-1

@ Démontrer que les points (7 ; 1 ;3),(5;3; k) et (3 ;5 ;3) sont les sommets d'un triangle
1socele pour toutes les valeurs réelles de k. Trouver ensuite la valeur ou les valeurs de k pour
que le triangle soit équilatéral

@ Trouver les coordonnées du milieu du segment AB dans chacun des cas suivants :

Ka AB;-1;4) et B(2;0;-1) b A(3;5 5 et B(-6;4;8)

@ Sile point C (-1; 4; 0) est le milieu du segment E ot B(4;-2;1), trouverles coordonnées
du point A.

44) Réflexi

Solent A , B et C trois points tels que A € axe desx , B € axe desy et C € axe des z. Sile

on créative :

point (1 ; =1 ; 0) est le milieu de E etle point (0 ; -1 ; 2) estle milieu de ﬁ , trouver les

coordonnés du milieu de AC .

45) Lécriture en.mathématiques.
S1 tous les points de l'espace de la forme (x ; y ; 0) sont situés dans le plan cartésien XY qui
a pour équation z = 0 , trouver 1'équation du plan qui contient tous les points de 1'espace de

la forme (x ; y ; 2).

@ Déceler I'erreur :
Sile point B(-1; 4 ; 2) estle milieu du segment E ounA(l;0;2), trouver les coordonnées
du point C
Solution d'Ashraf Solution de Ziad

C:((xl;rxz);(ylgxz);(zlgzz )) Soit C (x,y, z)

:(( -1+1)_( 4+0)_( 2+2 )) IJZFX =] — -3
2 ’ 2 ’ 2 0¥ g e e
=({0:2:2) 2 N=
2;-2 D
C(-3;8;2)

Laquelle des deux solutions est correcte ? Justifier votre réponse.
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—1 A apprendre |

» Représentation d'un
vecteur

» Vecteur de position dans
l'espace

» Vecteurs unitaires dans
l'espace

» Expression d'un vecteur
en fonction des vecteurs
unitaires.

» Expressiond'un
segment orienté dans
I'espace en fonction
des coordonnées de ses
extrémités.

» Egalité de deux vecteurs
dans l'espace.

» Norme d'un vecteur dans
I'espace.

» Vecteur unitaire dans la
direction d'un vecteur
dans l'espace.

» Addition de vecteurs
dans l'espace.

» Produit des vecteurs par
un nombre réel.

1 Expressions de base |
» Vecteur de position dans
l'espace
» Norme d'un vecteur
» Vecteur unitaire
» Produit scalaire
» Produit vectoriel

54

Vecteurs dans l'espace

Introduction:

Vous avez déja étudié les quantités scalaires et les quantités orientées.
Vous savez qu'un vecteur est représenté par un segment orienté et que
le segment orienté est déterminé par une quantité scalaire (norme du
vecteur) et un sens. Dans cette lecon, nous allons aborder les vecteurs

dans l'espace (dans un repeére a trois dimensions).

E A apprendre

Vecteur de position dans lI'espace

Un vecteur de position d'un point A(A, ; Ay ; A,) est défini par rapport

au point d'origine O(0 ; 0 ; 0) comme étant le segment orienté ayant

pour origine le point d'oigne O et pour extrémité le point A.

A Le vecteur de position du point A est noté Tﬁf d'on T\h = (A Ay; A,)

A A, est appelée la composante du vecteur Kﬁ dans la direction de
l'axe des x.

V4 Ay est appelée la composante du vecteur j’ dans la direction de
l'axe des y.

A A, est appelée la composante du vecteur Tﬁf dans la direction de

l'axe des z.

Norme d'un vecteur

C'est la longueur du segment orienté représentant ce vecteur.

S1 Ti' =i Ay;AZ) et d'apres la formule de la distance, on a :

@ Exemple

(1) SiA =(2-1;3)et B =(0; 4 -3), alors:

A la composante du vecteur A dansla direction de l'axe des x est 2

1Al =d A2 +(A +(A,)?

A la composante du vecteur Téh dans la direction de 1'axe des z est —3
=y 2+ (1R +GR? =14
=+ @R +(3F =5

1A
1B

— . . —_
Le vecteur B est situé dans le plan cartésien YZ (la composante de B

dans la direction de I'axe des x s'annule)
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E Essayez de résoudre

()SiA =(1;4,2)et B =(3; 1; 0), trouver
@) A, +B, (&) 1A +1IB I

Addition des vecteurs dans l'espace
Si A = (AgAyiA) et B = (By By; B,), alors:

T=A+B =(Ay+Bg Ay By A B)=(Cy Gy G

y» it

£

\\‘}

X) tX3

¢* ) Exemple x ¥

(2)SiA =(2:3; et B = (0; -2; 4), alors:
K‘ +§- =(-2:3:D+@0;-2:4)=(2+0;3+(-2); 1+4)=(-2; 1;5)
EEssayoz de résoudre

@) SiA=(440etB=(L52)touwver A + B

Propriétés de I'addition des vecteurs dans lI'espace

. [ 3
Pour deux vecteurs A et B appartenant aJR’ ona:

1- Stabilité: A + B ¢

B
2- Commutativité : T;C + ]J3- = f%h + K-

3- Associativité: (A + B)+ C =4 +(B +C)
4- L'élément neutre pour l'addition (Le vecteur nul) : f‘)‘ = (0; 0; 0) est I'élément neutre

pour l'addition dans R

— e

d'on z_ﬁr+0 =0 +Tﬁr':A
5- L'eppesé : Pour tout vecteur 1_;; =(AL; Ay; A)e IR? i1 existe
A = (-Ag; -Agi -A,) e R tel que A+ (- Tﬁf) = (_fﬁf')Jr A =0

Multiplication d'un vecteur par un nombre réel
SiA =(AgAyA) eRetk eR alors:

kA =k(Ag Ay A)= (kA kA kAy) e 8
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Par exemple : 3(12;-1;4) = (6;-3;12)
Lo goq s ey O
5(4, 9:6) = (2 5,3)
2(1;3;4) = (-2;6;8)

Propriétés de la multiplication d'un vecteur par un nombre réel

SiA et B appartenant AR et sik e Ret m € R on a:
1. Distributivité

¥ XA +B)=kA +kA ¥ (k+m)A =k A +m A

2. Associativite

¥ km A jemik A s Gen) A

Exemple

(3)SiA =(1:52etB =4-1;3) alors:
1. 22 -3B =2(-1;5,2)3 (4 -1;3)
=(-2;10;4)+(-12;3;-9)
- (-14; 13; -5)

2. Trouver le vecteur _6 tel que ?? + 37;; = 2?3‘

— — — —
O 3N E2 B En additionnant -3 A aux deux membres
2T =18 3R
2T =24 -1:3)3 (1: 5, 2)
=(8; -2; 6) +(3;=15;6)
=(11; -17; 0) En multipliant par%
, Lo ey L AT
6 _2(11, 17,0)_(2, 2,0)

ﬂ Essayez de résoudre
G)SiT=(@23:DetD =(0;2;-2)
ﬂh Trouver 5?? e 23

— ot

(b) si 3A-4D=7C  trouver A
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Egalité de deux vecteurs dans I'espace
SiA = (AgAyA) et B = (By By B, alors:

=

A= ﬁsiet seulementsi: A, = B, ; Ay = By et A, = B,

« ) Exemple

@ Trouver la valeur de k , m et n pour que les deux vecteurs ? = (ke m? -3 : 1) et

B =(5; 1; n?) soient égaux

&Solulo
A'=R
Ay =B, — k=k=5 —3 k=9
Ay 2B, — m?-3=1 — m’=4 — m=12
A, =R —5 pf =] — m=igh]

a4

ﬂ Essayez de résoudre

@Si(2x+1; 5:k+4)=(1; y2-4; x+1), trouver lavaleur de x ; y etk

Vecteur unitaire

Le vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est égale a une unité de longueur

Par exemple :

-~ 3 4
A=G3130]

) est un vecteur unitaire car: NE j (ﬁ)2 + (13)2 v ( )2 =1
ﬂ Essayez de résoudre

@ Parmi les vecteurs suivants, lequel est un vecteur unitaire ?

2.2 T-4:4 A3,

_d 4
A_3’3’3 8" 3

Vecteurs unitairesde base(1; j; k)

Ce sont des segments orientés ayant pour point d'origine le point

=}

d'origine du repére et pour norme une unité de longueur et dont les

directions sont les directions positives de I'axe des x , 'axe des y et =

Y

I'axe des z respectivement. On a :

T =(1;0,0,7F =(0:;1;0), k =(0;0;1)

Réflexion critique, ¥
Exprimer les vecteurs (-1 ; 0; 0), (0; -1 ;0)et(0; 0;—1) en fonction des vecteurs unitaires de
base.
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Exprimer un vecteur en fonction des vecteurs unitaires de base

— — .
A = (A Ay; A)e IR levecteur A peut s'écrire sous la forme

A =(Ag0,0) + (0A;0) + (0;0A)
=A(1;0;0) + Ay(O; 100 + A,0;0; 1)

= L + Ay ] + A, k
Exe mple
@SiKEZZ 73 __]‘--‘rT(- et B=-1 —2_3:-. , trouver :
a 2A -3B b IA + BILIAIIBI Quepeut-on déduire ?
©» Solution

(@)27A -3B =227 -33 +%)3¢1 -27)
=47 -6 +2% +31 467
AR 3B =277 +2%

b A+B =01 =35 + K Jrld =24 )
= T -5 T +T{h
SR B =12+ 3212 = 477
AT+ 1B =422+ (3)2+12 4 J(1)2 + (27
= JTE+45 On déduitquell A + Bl £IA1+IB

ﬂ Essayez de résoudre

@Sl A=3j3-k+51i,B=-2k +31 ,trouver:
a/3A -5B b A - B
Exprimer un segment orienté dans I'espace en fonction des coordonnées de ses
extrémités
Soient A et B deux points dans 1'espace. Leurs vecteurs de position par rapport au point d'origine

— —

sont OA et OB respectivement. z A

OA + AB =0B

AB - OB -OA
— — —
AB= B = A
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¢~ ) Exemple

SiA(-2;3; 1)etB(4;0;2) , alors:

AR =B -A
=4;0;2)-(-2;3; 1)=(6;-3; 1)
BA -A-B

=(23;D)-(40;2)=(-6;3;-1)
On remarque que : ﬁ?; S B_z;:
E Essayez de résoudre

(7)(a) SiA(2; -3;0) et B(1; 4 -1), trouver AB
b S1A(L; 1;-2)et Kfa' (4; -1; 2) , trouver les coordonnées du point B

Vecteur de position dans la direction d'un vecteur donné

S1 A = (A Ay; A)e IR | le vecteur unitaire dans la direction du vecteur A est noté e st

donné par la relation :

b
>

) Exemple

(7)) SiA =(-22 et

€ T; = (3; 1; -2), trouver le vecteur unitaire dans la direction de chacun
desvecteurs A, B et AB
©» solution
= ._A _LEBD (2.2 1)
T T
& = B _Gil) L-L-i)
||§'"|| §9+1+4 14 414 414
AB =B-A
= (3 L;=2)=(2;:2; 1) =(5; <1; -3)
— —
. CAB - AB
IABI
:_(_|_,_)_5'—1'—3 :i;i;i)
4 25+1+9 35 435 435
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ﬂ Essayez de résoudre

Trouver le vecteur unitaire dans la direction de chacun des vecteurs suivants:

(@ A=@848 (b B=7-27 % @ C-33 -4%
Angles directeurs et les cosinus d'un vecteur dans I'espace
Soit A =(A,, Ay, A,) un vecteur dansi'fspace. S1(6; Qy; 6,) sont les z 1 N
mesures des angles que fait le vecteur A et les directions positives de 4
l'axe desx , I'axe desy et 1'axe des z, alors :
i i — Az
A, =1IlAllcos 6, , Ay: II'All cos Qy et A,=IlAllcosb, 5
“A =IAllcosO; i +llAllcosOy j +IlAllcos6, k A A,
— A (cos Qx_i\+cos QyT+cos 0, _l:) A / Y
(O Qy; 0,) sont appelés les angles directeurs du vecteur T—‘? =

iy
cos 6; cos Qy et cos O, sont appelés les cosinus des angles directeurs du vecteur A

==y = =
On remarque que : cos 6, i1 +cos Qy j +cos B, k représente le vecteur unitaire dans la

. ) —n .
direction du vecteur A . Par conséquent cos? O, + cos? 9y+ cos? 0, =1

") Exemple

i
@ La figure ci-contre représente un vecteur A de norme 10 unités

de longueur

‘a Exprimer le vecteur A sous la forme algébrique

(les composantes cartésiennes).

. y i
b Trouver les angles directeurs du vecteur A X

@ Solution

e —ttn
On décompose A en deux composantes: la premieére est dans la direction de OZ denorme:

A, =l ANl cos 6, = 10 cos 40 ~ 7,66
la deuxiéme :ft dans la direction du plan cartésien XY ou :

Agy=1ITAllsin 6,=10 sin 40 ~ 6,428
Ensuite, on décompose la composante Axy en deux composantes : la premiere est dans la
direction de ﬁ de norme :

7 Whis Axy cos 70 =6,428 cos 70 ~ 2,199

la deuxiéme est dans la direction de ﬁ de norme :
Ay = Axy sin 70 = 6,428 sin 70 ~ 6,04
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—
Donc la forme cartésienne du vecteur A est:

T{:A +AyT +AZT€

x 1

=2199 7 +6043 +7.66 k

—
Pour trouver les angles directeurs du vecteur A , on calcule le vecteur unitaire dans la

a o —
direction de A
—

- |i =L2199 T 604 T <766 ¥)
N

=0,2199 7 +0604 3 +0766 k

. cos O, = 0,2199 ,d'ou 0, = cos1(0,2199) ~773°
cos 6, = 0,604 ,d'onn 0y = cos1(0,604) ~5284°
cos 6, = 0,766 ,d'onn 6, = cos?!(0,766) ~40°
ZJ\
E Essayez de résoudre
@ La figure ci-contre représente une force _1? d'intensité 200 Newton
a Exprimer la force _1? sous la forme algébrique. . E = N
b Trouver les angles directeurs de la force _1? 4m Y
X
Exercises 3 - 2
Complete the following:
()SiA =(3:42)alorsI A= ...
@ S1 _g = T -2 T +3 T{h : ﬁ =3 T - _1; : alors Ti" - T? =2
@ Le vecteur unitaire dans la direction de A_ﬁ ol A(1:2: 0)etB (3;-1: 2) 68t s
@ Le vecteur JAE =37 + T 2% faitun angle de mesure .................... avec la direction
positive de l'axe des x .
@ Levecteur B = 1 +2 T faitun angle demesure ... ... avecladirection positive
de l'axe des z .
Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :
@ S1 K‘ =(-2;:k; Detll T;CII = 3 unités de longueur, alorsk= . . ... ..
(@4 ®) 4 © 12 d) yTa
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@ S130%; 70° et O sont les angles directeurs d'un vecteur, alors I'une des valeurs de O est =

(a) 100° b 80° (c) 260° d) 82355°

= e .

.SIA—(I 5.0t B =G;LDetsi A +B +C=1,alors C =
a)i 465 -k ®) -7 -67 +%
® i 47 3% @ 7 a7 <%

@ Les cosimus des angles directeurs du vecteur Ti' = 0 s ) o R

@ (21,2 ® &3 (252 @ 111

Répondre aux questions suivantes :

@ S1 JA- =(2;3: 1), ﬁh =4;-2;0)et Tjh = (-6; 0; 3), trouver chacun des vecteurs suivants :

~ [ [

(@A +B (b)3A -

= _“'-._“'h.

C B+—

—

@ SiA =27 —3_j‘- +5k ,T3b:4_j‘- 2% et C =47 +ST 6k , trouver chacun des
vecteurs suivants :

057 ®IT T @3%T
@ Trouver la norme de chacun des vecteurs suivants :
Pr-¢c10 @BF=z2 @CT=7 BT =7 -5

43)Si A =(k0;0)et 1 =(1;0; 0), démontrer que I A Il = Ikl I T |

=
@ Si I'imtensités de la tension F sur un fil est égale 21
i
Newton, trouver la composante de F dans les directions

des trois axes du repere

i
@ Question ouverte : Si le vecteur A est parallele au plan
cartésien YZ , que peut-on dire des coordonnées du vecteur
=
A?

. | —3m — — i —
@ Question ouverte: Si A et B sont deux vecteurs dans R. a-t-on A + Bl =l All +
i
Il B Il. En cas de I'inégalité, lequel des deux membres est le plus grand ?

i

@ Réflexion critique : Trouver la forme algébrique du vecteur A ayant pour norme 5 unités

de longueur et faisant avec les trois axes des angles directeurs de méme mesure.
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Nous avons déja appris a effectuer quelques opérations sur les vecteurs
comme l'addition et la multiplication d'un vecteur par un nombre réel. La
question qui se pose : Peut-on effectuer la multiplication dans le corps
des vecteurs ? La réponse est oui Il y a deux types de multiplication
de vecteurs. Ce sont le produit scalaire et le produit vectoriel de deux
vecteurs. Dans cette lecon, nous allons aborder et analyser ces deux
types de multiplication, leurs propriétés algébriques et géométriques et
leurs applications physiques pour nous aider a étudier la mécanique.

Produit scalaire de deux vecteurs A
%) Réfléchir et discuter
. — —
Soient A et B deux vecteurs dont la mesure de 6 ~

l'angle entre eux est 6 Trouver : B

i 3 B i
1- La composante du vecteur A dans la direction du vecteur B .

-
2- Leproduit delanorme du vecteur B parla composante du vecteur
= i
A dansla direction du vecteur B .
De ce qui précede, on déduit que :

i e
1- La composante de A dansla direction de B

=
est égale all A Il cos 6

2- Le produit de la norme du vecteur T3- par la

Il 3 llcos 6

et
composante du vecteur A dans la direction
- = [
du vecteur B estégalall BIlIl All cos 6
La valeur absolue de ce résultat exprime l'aire d'un rectangle ayant
e e
pour dimensions la norme du vecteur B et la composante de A
i
dans la direction de B .

5&‘5 A apprendre

Produit scalaire de deux vecteurs

= i
Soient A et B deux vecteurs dont la mesure entre eux est 0 . L'aire
d'un rectangle ayant pour dimensionsla norme de l'un des deux vecteurs
et la composante de l'autre dans sa direction est appelée le produit

scalaire des deux
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. A apprendre

» Produit scalaire de deux
vecteurs dans le plan et
dans l'espace.

» Parallélisme et
perpendicularité de deux
vecteurs.

» Angle entre deux
vecteurs.

» Composante d'un
vecteur dans la direction
d'un autre.

» Travail fourni par une
force.

» Produit vectoriel de deux
vecteurs dans le plan et
dans l'espace.

» Signification
géométrique du produit
vectoriel.

» Ensemble droitier des
vecteurs unitaires.

» Produit mixte

» Signification
géométrique du produit
mixte

+Expressions de base:

» Produit scalaire

» Produit vectoriel

» Composante

» Vecteur unitaire

» Travail

» Régle de la main droite
» Produit mixte
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C'est i dire A*B=IAIINBI cos O

.) Exemple

@ Sotent K' et ?3- deux vecteurs dont la mesure entre eux est 60°. Si |l Tﬁrll =3 IIT?II = 8, trouver
— —
A+B
©» Solution
— — — —
TAII=2IIBIl=8 — [ Al=8,IBll=4

D'apres la définition du produit scalaire
=i

A*B =IANIIBcosb
=8 x4 xcos60°=16

ﬂ Essayez de résoudre

@ Si K‘ et ?3‘ deux vecteurs dont la mesure entre eux est 135° . Si ||K-|| =6

e

= =
Bl =10, trouver A * B
Réflexion critique : Quels sont les cas ot le produit scalaire de deux vecteurs est égal & zéro ?

Remarques importantes
1- Pour déterminer l'angle entre deux vecteurs, il faut qu'ils soient partant d'un méme point ou

arrivant a un méme point.

2- Lamesure de l'angle entre deux vecteurs appartient i I'intervalle [0 , 7]

—fmm —

A A

L

) Exemple

@ S1 1; j et k trois vecteurs unitaires d'un ensemble droitier. Trouver 1 * 1 ; j * j;
k * k
0’ Solution 0 RaDDel
1 * 1 =il Il'1llcos0°
=l | il La norme d’un
Bt -~ = i FECR i vecteur unitaire est
eméme j * ] =1, k- k= égale a un.
E Essayez de résoudre
@ S1 1; j et k trois vecteurs unitaires d'un ensemble droitier. Trouver 1 * j ; j * k;
k *1
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Propriétés du produit scalaire
D'aprés les exemples précédents, nous pouvons déduire les propriétés du produit scalaire suivantes :

— el e e

1- A*B=B:*A
2- AR =IAl
3- T\-' T; =0 si et seulement si Tgf et Ti' sont orthogonaux

(condition d'orthogonalité de deux vecteurs).

=
*» C Propriété de la distributivité

i
B) oukestun nombre réel

@ Soit ABCD un carré de longueur de c6té 10 cm. Trouver ce qu1 suit :

(a) AB - DC (b) B« BC (© AB.TA
@ Solllllon “
AB et DC sont paralléles et dans 1a méme direction
.".lamesure de l'angle entre eux = 0°
.AB +DC =IABI IIDCI cos 0°
=10x10x1=100
ibJ) AB et BC sont orthogonaux .'. la mesure de I'angle entre eux = 90°
. AB+BC =0
&) - ﬁ et GEI ne partent pas d'un méme point, on prolonge CA :
.".lamesure de l'angle entre eux = 135° ‘,"'
AB+CA =IABIITAI cos 135 A
_ 1 _
= T0:x 10.7/? xﬁ_ 100
Autre solution pour la question | ¢/
AB+ CA = AB+(-AC)
- -AB + AC ¢
= IAB Il | CA Il cos 45
_ 1 _
=-10x IOJTXﬁ_ 100
E Essayez de résoudre
@ Soit ABC un triangle équilatéral de longueur de c6té 8 cm. Trouver ce qui suit :
(a) AB « AC (b) AB « BC (e) 2 AC)- (3CB)
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% A apprendre

Produit scalaire de deux vecteurs dans un repére

Si A =(Aci +A,J +A, k) B=(B,1 +B, ] +B,%)alors

A*B =(Ay1 + A),T - AZT:) . (BXT - ByT + Bz_l:) En utilisant la propriété

de la distributivité

=AB, T+ 1 tAB, 1] tAB, Tk
+AyB, 7+ 1 +AB, 7+ +AB, ] -k
¢A,B K+ T AB k] AB kX
T3 7=KkK %=
Mais 3+ =] °+k=ke*i=0
A B =AB+A B, A, B,

Si JA- = (A ;Ay) et T3- ={B.; By) dans un repére :
—
B =A.B. +AyBy

-2
S
;
=)

e

@Si?:2?+3_j‘+4_1:et§-:—_i‘—2_jh+?,trouverz_ﬁr° B

@ Solution

—

A+B

(2; 3; Ayo(=1,-2;.0)
2x-1+3x(-2)+4x1
= 2-6+4=4

H Essayez de résoudre
@ Trouver 7—( et _E? dans chacun des cas suivants :
a K‘ = (<1: 3; 2), T3h = 4T - ZT - 5_1: Que peu-on déduire ?

. ] — e i —

®A=27-53:8B=7 31
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E‘g A apprendre
Angle entre deux vecteurs 2
On sait que K‘ . T?; = IIT\-H IIT?II cos 6
ou O est la mesure de I'angle entre les deux vecteurs f N
A et B0 <O<I180° b
.'.cost—i ’ E_
IAIIBI
Cas particuliers:
1- Si cosf= 1 ,alors A et B sont paralléles et dans un méme sens.
2- Si cosB=-1 , alors JA- et T?; sont parall¢les et dans deux sens contraires.
3- Si cosf= 0 , alors JA- et T?; sont orthogonaux.
g
") Exemple
@ Trouver la mesure de 1'angle entre les deux vecteurs T;C et T; tels que
?:4_15 +3T Tk etf;:Z_i‘- +ST 4%,
> Solution
Al =22 132772= 74
1B =yZ 5 22=435
srgB = A*B  _ 43,D(2:54_ 8+15+28 _ 51
N A
os’ (5—1) = cos1 (0,8838) = 27,9°
474 /45
ﬂ Essayez de résoudre A2
@ Trouver 6 dans chacun des cas suivants :
j ra
y2 )
i, 81l
» /'% 2
o | % 2
X
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% A apprendre

Composante (projection) d'un vecteur dans la direction d'un autre vecteur

" i — e . N e
Soient A et B deux vecteurs. La composante du vecteur A dans la direction du vecteur B

(notée Ag) est :

AB:HT;II cos O = A+ B
—
Il Bl
=>
que : le composant du vecteur E‘ dans la direction de ?3- (notée K;) K; =Ag-* E_
Il B Il

Trouver la composante de la force _1? =27 -3 T +5% dansla direction de ﬁ ol
A(l; 4; 0) et B(-1; 2; 3)

@ Solution

—

AB =B -RA
=(-1;2;3)-(1; 4, 0) =(-2; -2; 3)

i

F+AB

IABII
(2;-3;5)+(-2;-2,3) _ 17
= o P ) £ [
R+ (2F B3 AT

ﬂ Essayez de résoudre A

La composante de la force T dansla direction de AB =

@La figure ci-contre représente un cube de 2 b

longueur d'aréte 2 unités de longueur. Trouver la

P i = —
projection du vecteur OA sur le vecteur CB

d'un vecteur dans la direction d'un autre s'annule?

ue : Quand est-ce que la composante
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% A apprendre

Produit vectoriel de deux vecteurs

= i —
Soient A et B deux vecteurs d'un plan dont l'angle entre eux mesure 6. S1 e est un vecteur

i il
unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B |, alors le produit vectoriel

—t il )
des deux vecteurs A et B est donné par la relation :
il et = Y = i
AxB=>UAIIBllsin6) e

—in
Le sens du vecteur unitaire e (vers le haut ou vers le bas) est déterminé selon la régle de la

-
main droite. Dans cette main, les doigts courbés indiquent le sens de rotation du vecteur A vers
e

=
le vecteur B et le pouce indique le sens du vecteur unitaire e .
Remarques importantes

A. [ - e i i
1- Si A x B apoursens ¢ ,alors B x A apour sens- e
i —tin

Donc AxB=-B xA

2- En appliquant la régle de la main droite sur un ensemble droitier

des vecteurs unitaires orthogonaux on obtient

T X T = _1; , T X k = T
? x T = T z
ixk=-F,kxj =0 TN
e ~
y
— i i i — 2t
3- Pour toutvecteur A ona A x A = O ot O estle vecteur nul. =
") Exemple
{2 Soient 1_3:. et ﬁ deux vecteurs d'un plan dont l'angle entre eux mesure 70°.
SillAll=15et!I Bl = 17,5, calculer lanorme de A x B,
> Solution
— — — — —
A x B =WAIlIIBllsinb) e
IIA X T?II—HAII I BII sin 0= 15x 17,5 x sin 70 = 246,67
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ﬂ Essayez de résoudre

@ Si T\b P ?3- =-65 _; and IIT{.II =5 etllﬁll = 26, calculer la mesure de 1'angle entre les deux
vecteurs A et B

Produit vectoriel dans un repére cartésien

Si T\- = Ay Ay, Az), ]J3- = (B By, B7) sont deux vecteurs, alors
AxB = (A1 Ay ] +AzX) x B i + Bj +ByXk)
:AxBxle +AxByT % T +AXBZT><T;
+AyBxTx? + AyByT X T + AyBZT x K
+AZBXT<‘><T +AZByT{ x T v AZBZT{x iy
Mais 1xi= jxj =kxk=0
TXT:?,TX?:T,?XT:T alors
AxB =0+ABX +ABy(-7)

+Ay B, (- k )+0+Ay By(1)
+AzB, (T)+AzB, (-7 )+0
=(AyBz-AzBy) T +(AzB,-A.By) ] +(A.B,-A;BYk

La derniére forme peut s'écrire sous la forme d'un déterminant de dimension 3 x 3 comme suit :

wos |6 9 B
AxB=|A A A
By B B

Cas particulier

Si T&h = (A, Ay) et B = (B, , By) sont deux vecteurs d'un plan cartésien XY, alors

AxB o=y A 0| =@eBABYK
B, B, 0
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) Exemple

- — — — —
@ St A =(-2;3; D) et B =(1; 2; 4) calculer A x B, puis déduire le vecteur unitaire
i el

perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B

©» Solution - a s
e 1 ] k
AxB =l 4 3

1 2 4

=(Bx4-2x1) T -(2x4-1x1) ] +(2x2-3x1) ¥k

=107 +973 -7%

i =

s ; ; e A x B

Le vecteur unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B = ——
A x B

e i+ T %

J102+92- (2 V2330 4230~ 4230

_—‘-:10T+9T-7T{_ 1 o 9 —J"'-

H Essayez de résoudre

Soit A unvecteur tel que Il A Il = 6 et si les cosinus des angles directeurs du vecteur A sont

. 2 2 1 . — — —_

respectivement g et 3 Silevecteur B esttelque B =(-2;3;5), trouver A x B
Propriétés du produit vectoriel de deux vecteurs

B e
Soient A et B deux vecteurs d'un plan dont I'angle entre eux mesure 6
1- _Ah X T? = —T?? X K‘ (Le produit vectoriel n'est pas comm utatif)
= —tn == it =St
2- AxA=BxB=0
e - - =

3- Si A x B =0, alors soit JAE ! T3h ou l'un au moins des deux vecteurs est égal O
4- [AX(E T U =(2 <B) (AXC) Propriété deln distributivité

5- (kj) xB = Ax (kT;) = k(? X ]J3-) oul k est un nombre réel

Parallélisme de deux vecteurs

et i
D'apres les propriétés du produit vectoriel des vecteurs, deux vecteurs A et B sont paralléles
— i it

st et seulementst A x B = O
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Clesta diresi (AyBz-AzB,) 1 +(AzB,-A.Byp) j +(A.B,-A;B) k =0

Donc A,B;=A;B, , A.B;=AzB, ot A.B,=A B,
Done Ay = i , Ax = £ , Ax = Ay

B, B, B, B, B, B,
Donc Ax = Ay = Az

B, B, B,

Si chaque rapport est égal a k, on obtient
Ax:ka,Ay:kBy ,A,=kB,

A=A i +AYT+AZT;
A=kB

# Sik > 0, les deux vecteurs sont paralléles et dans le méme sens et si k < 0, les deux vecteurs

sont paralléles et dans deux sens contraires.

@ Sile vecteurz_;: (ZT —3T +mT<-)estparalléle auvecteurf;:(di- +kT +8T<h),

trouver la valeur dem et k

©» Solution
“RAUB D oy B
B, B, B,
.23 m . _1><—3_£ _2><8_
17X % & 3 _zetm_T_l6

ﬂ Essayez de résoudre

@ Soient T—\' et f&h tels que Ti' =if2<3] T;C /! f? et IIT?II =3 413, trouver T??

Signification géométrique du produit vectoriel de deux vecteurs

Onsaitque 1A x BlI=IAITBlsin6

— e
=l BIlxL 141l sin 6 ‘,"

od L=l sin 0

B
b - s A A A~ - - )
= L'aire du parallélogramme ot B et A sont deux c6tés consécutifs

= Le double de 'aire du triangle ot _E? et JAE sont deux cotés
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¢~ ) Exemple

- — — — —
@ St A =(3;1;2)et B =(3;4;-1), trouver 'air du parallélogramme dont A et B sont

deux c6tés consécutifs.

©» Solution
A x B =(3:1:2)x3B:4:;-1
= _3 1 2 :(—9) 1 +3J —151(
3 4 -1
IR x Bl = {(92+@BP+(15? =3435

.. L'aire du parallélogramme = 3435 unité d'aire.
E Essayez de résoudre
@ S1 TA‘ =(;2;4det T?; =(0;5;-1), trouver l'air du triangle dont 7;; et T3h sont deux cotés.

% A apprendre

Produit mixte
Soient A, B et C trois vecteurs. Le produit A + B x C est appelé "Produit mixte".
Ce produit est souvent utilisé dans le domaine de la statique (on remarque l'absence des

parentheses dans la définition car effectuer le produit scalaire en premier n'a pas de sens).

Soient A = (AgAgA), B =By BBy, C = (Cy Gy C)
Alors 73; . _E? X _(? - = =
& & % 1]k
=T +A T AT g 5 B,
& & &

= (AT A7 A, X)*[(ByC,-B,Cp) 1 -(B,C,B,Cp ]
+ (ByCy-B, G k]

A, (ByC,-B,Cy)-Ay(B, C,- B, C) +A,(B,C, - B, C)

Ay Ay A
“| B, B, B,
G, @ 6
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Propriétés du produit mixte
1- Lavaleur du produit mixte ne change pas si on permute les vecteurs dans un ordre cyclique.

—r sl el —_— e

A(BxC)=B*(CxA)=C+(AxB)

rmBin, e, ot
Remarquez l'ordre cyclique des vecteurs A , B et C

- a a A - - -
2- Silesvecteurs A, B et C sont situés dans un méme plan, alors le produit mixte s'annule

Onadonc?\h%ﬁxah)zo

Signification géométrique du produit mixte

S1 A, B et C sont trois vecteurs formant trois arétes

non paralléles d'un parallélépipede, alors le volume du

parallélépipede = la valeur absolue du produit mixte .

On a donc Volume du parallélépipede = IT;C . T? X T?I

) Exemple

@ Trouver le volume d'un parallélépipede tel que trois c6tés consécutifs sont représentés par
les vecteurs E\ =(2:1;3), ﬁ =(-1:3;2) et TZ‘. =(1;1;-2)
©» Solution

=t

Volume du parallélépipede =1 A _E? X Ehl (1)

—_— — AX Ay Z
A*BxC = B, B, ]
Cx Cy z
2 1 5
=11 3 2|=-28 donc Volume du parallélépipede = |-28| = 28 unités de
1 1 -2 volume

ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver le volume d'un parallélépipéde tel que trois arétes non paralléles sont représentées

parlesvecteursj\-:B; -4 1),_E?:(0; 2 —3)et??:(3; 2: 2)
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Exercises 3 -3

i i i
Compléter ce qui suit : Sachant que i , j et k est un ensemble droitier de vecteurs

unitaires ;
—_ =S

— —

@ S1 JA.- =(2;-D, ﬁh =(3; 4), alorsla composante de T\‘ dans la direction de T3‘ estégalea . .

—t i

. — —r . — —
@ S1 A et B sont deux vecteursnonnulsetst A *+ B =0,alors A et B sont ...

!

el

) =
O ,alors A et B sont ...

| —m — ) .
@ S1 A et B sont deux vecteursnonnulsetsi A x B

iy

= roiSiny —
@ La mesure de I'angle entre les deux vecteurs3 1 - j ,4 1 +6 j estégaled . ...

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées :

Oke) b)0
()1 3

S1 7{- et _E? sont deux vecteurs unitaires orthogonaux, alors (T{ 5 2T3h) . (37; +5_E?) =

(a) -8 () -7
(c) 24 (@ 0

@ S1 E- et ?3‘ sont deux vecteurs unitaires, alors 7;; . ?3- e
(a) 10, 1[ b1, 1[
(e[, 1] (DR

@ La mesure de I'angle entre les deux vecteurs (2 ;-2 ; 2) et (l; 1;4)estégalea ... .
a)57,02° b)3526°
(c) 134,37 d0

@ Si les deux vecteurs (2 ; k ; -3) et (4 ; 6; -6) sont paralléles, alorsk= ...

a6 ()3
© 3 )1
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Répondre aux questions suivantes :

—_— .
@ Trouver A * B dans chacun des cas suivants ;

@A=(5:1:2,B=(4;43)

@ A-37 07 -%;B=61 +43 +2%
©A-7.B-27-%

@ Trouver la mesure de 1'angle entre les deux vecteurs dans chacun des cas suivants :
@652, 051D
®)(7;2;-10); 25 6: 4)
@14, 14;20

@ Trouver T;C X fﬂh dans chacun des cas suivants :
(@) A=(2:3:1), B=A:3: -4

®A=-1-27.B=37-5%

ok —
€/IIAll=6; Il Bll=8etlamesure de 'angle entre les deux vecteurs est 60°.

@ Soit ABCD un carré de longueur de c6té 12 cm. Si e estun vecteur unitaire perpendiculaire

au plan du carré, trouver :

(@) A5 + AC (b) AB x CA (¢) BC + AD
(d) BD x AC (e) AB * BC ) AB » BC

@ Trouver un vecteur unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs .

A=27 33 +%X,B=-1+27 -3%

@ Calculer l'aire du triangle DEF dans chacun des cas suivants :

a D5 1; -2) , Ed; 4 3) , FQ2: 4:;0)
®)D@;0;2 , EQ@:;1:;5 , F(1;0;-D)
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Calculer l'aire du parallélogramme LMNE dans chacun des cas suivants :
(a)L(1:;1); M©2:3): NG: 4
B)L2;1;3); M(1;4: 5; N2; 5; 3)

e

@ Calculer le volume d'un parallélépipeéde dans lequel les vecteurs E\ , B et C représentent

trois arétes consécutives sachant que :

A=(1;1:;3) ; B=2;1;4 ; T=6;1;2

@ Dans chacun des cas suivants, montrer si les deux vecteurs donnés sont paralleles |,

orthogonaux ou aucun de ces deux cas :

a) A=(0;2;2) B =304
b) E =107 +407 T 37 8%
)A=27+72% B =87 -43 +8%
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Géomeétrie dans l'espace

Unité (4)

Droites et plans

_dans l'espace

Introduction de 'unité

Vous avez étudié dans I’ unité précédente la localisation d’un point dans I’ espace ainsi que les vecteurs
de position et comment trouver leurs normes. Ceci est considéré comme la base de cette unité
puisqu’elle compléte ce qui a été étudié dans 1'unité précédente et de ce qui a été étudié I’an dernier.
Dans cette unité, I éleve va étudier I’ équation d’” une droite dans I’ espace ainsi que I’équation d’ un plan
dans ses différentes formes. Les exemples et les méthodes de résolutions sont variés pour atteindre
les objectifs cognitifs et les compétences qui aident I'éléve a s’approprier les connaissances et les

autres conceptions liées a la géométrie dans I’ espace dans les niveaux scolaires ultérieurs.

Objectifs de l'unité

Apres I'étude de I'unité, et apres avoir réalisé les activités, il est attendu que Iéléve soit capable de:

+# Trouver un vecteur directeur d'une droite dans
l'espace.

t+ Trouver une équation paramétrique et une
équation vectorielle d'une droite dans 'espace.

+ Trouver une équation cartésienne d'une droite
dans l'espace.

+ Trouver I'équation générale d'un plan dans
l'espace.

+ Trouver I'équation standard d'un plan dans
l'espace.

£+ Identifier 'angle entre deux plans.

78

+ Déduire la condition de la perpendicularité de
deux plans.

t+ Déduire la condition du parallélisme de deux
plans dans I'espace.

t# Trouver I'équation de la droite d'intersection de
deux plans dans l'espace.

£+ Déterminer la distance entre un point et une
droite dans l'espace.

£+ Trouver la distance entre un point et un plan en
utilisant le produitscalaire et la forme cartésienne.

+ Déterminer la distance entre deux plans paralléles.
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Expressions de base
> Vecteur directeur > Equation générale : Plan
: Angles directeurs : Proportionnel : Forme standard
> Cosinus des angles directeurs > Deux droites paralléles : Deux plans paralléles
> Rapports directeurs : Deux droites perpendiculaires = Deux plans perpendiculaires
: Equation vectorielle : Deux droites sécantes : Deux plans sécants
: Equation paramétrique > Deux droites non coplanaires : Angle
: Equation cartésienne > Distance perpendiculaire
Matériel utilisé Lecons de 'unité
2 Calculatrice graphique Lecon (4 - 1): Equation d'une droite dans l'espace.

> Logiciels de graphisme a trois dimensions Legon (4 - 2): Equation d'un plan dans l'espace.

Organigramme de l'unité

Droites et plans dans I'espace

( h

Droite dans I'espace Plan dans I'espace
[ B! ) |
Equation d'une Relation enfie dein Distance entreun  Equation d'un plan Distance entre un
droite dans I'espace droites dans I'espace point et une droite dans l'espace point et un plan
dans I'espace dans |'espace
J_ 1
f Distance entre deux
Forme Fi?rme Corme g zrér:;ﬁe plans plaraIIéIes
vectorielle cartésienne ecinriee 8 dans ['espace

Equation d'un plan en

Forme 2 : .
g fonction des parties coupées
paramétrique .
des axes du repere

Angle entre deux Deux droites 1 T e
droites perpendiculaires Forme elation en II‘E ux
dans ['espace standard plans dan:s I'espace

Deux droites paralleles .( J- j.

Seisliepace Sécantes Paralléles Perpendiculaires
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—~ A apprendre ——o

» Vecteur directeur d'une
droite.

» Différentes formes de
I'équation d'une droite.

» Angle entre deux droites.

» Distance entre un point
et une droite.

» Droites paralléles.

» Droites perpendiculaires
o

—Expressions de basero

» Vecteur directeur

» Equations paramé-
triques

» Equations cartésiennes

» Angles directeurs

©» Rapports directeurs

Matériel utilisé——o

» Calculatrice scientifique

» Logiciels de graphisme a
trois dimensions

Les années précédentes, vous avez déja fait des études sur la droite
dans le plan et comment trouver les différentes formes de son équation
(forme vectorielle - forme paramétrique - forme cartésienne). Dans cette
lecon, nous allons étudier la droite dans l'espace et comment trouver
son équation dans ses différentes formes vu l'importance de ce théme
dans le domaine de la géométrie ; l'architecture et les applications de
l'astronomie

“é? A apprendre

Vecteur directeur d'une droite dans l'espace

Soient O, Qy, 0, les angles directeurs d'une

droite dans l'espace.Donc cos 6, cos Qy et

cos 6, sont les cosinus des angles directeurs de

cette droite. Ces cosinus sont notés L ; M et N
respectivement
Done L= cos 0;, M= cos 0y, N= cos 0,
Ona L2+M2+N2=1

Levecteur ¢ =L 1 + M +N k estle vecteur unitaire

dans la direction de la droite

£ R B :

Tout vecteur paralléle au vecteur unitaire ¢ estappelé vecteur directeur

K —
de la droite et on le note d

Ona _(T:k(LT +MT+N_1:):(a;b;c)oﬁ a;bet c sont

proportionnels a L

M:N:keR'
a; b et c sont appelés les rapports directeurs de la droite.
Par exemple, si (% : % ¢ 2) sont les cosinus des angles directeurs d'une

2L, &

s =
droite, alorsle vecteur d = k(3 33

de la droite ot k# 0

) représente un vecteur directeur

Enposant k= 3 — d =(2:1:2)
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En posant k=6 — q = Ly
Par conséquent, une droite admet une infinité de vecteurs directeurs paralléles et chacun de ces

vecteurs est paralleles a la droite.

#7) Exemple

Trouver un vecteur directeur de la droite passant par les deux points A (-2 ;3; 1) et B(0; 4 ; -2)

€ Solution
— — —
Un vecteur directeur deladroite= AB = B - A =(0:;4;-2)-(-2:3;1)

q=0:1; 3)

E Essayez de résoudre
@ Trouver un vecteur directeur de chacune des droites suivantes:

ﬂ La droite passant par le point d'origine et par le pointA (-1 ; 2 ; -2)

b La droite passant par les deux points C (0;-2;3)etD(1;1;-1)
Réflexion critique : "
1- Que peut-on dire d'une droite ayant pour vecteur directeur d =(a;b; 0)?
2- Trouver un vecteur directeur pour chacun des trois axes du repére.

%g A apprendre

Forme vectorielle de I'équation d'une droite dans I'espace

Soit D une droite dans l'espace de vecteur directeur d = (a; b ; c) et Bx;y;2

i
passant par un point A de vecteur de position A = (Xy; yq; ;) St B est
; . x ¢ e AXiiyrs zy)
un point quelconque de la droite de vecteur de position B = (X ;y ; z);

alors T
D'apres la figure, on a : r = A + AB 0
Mais AB/ d — (AB=k1d)
—1‘_"" :_"A" i k_fi- — ('est la forme vectorielle de I'équation d'une droite.
¢ ) Exemple

@ Trouver la forme vectorielle de 1'équation de la droite passant par le point (3 ; -1 ; 0) et ayant

pour vecteur directeur (-2 ; 4 ; 3).

€» Solution
3;-1;0 est un point de Ia droite oA =(3;-1;0)
(-2:4; 3) est un vecteur directeur de la droite _(.11- =(-2: 4 '3)
== — )
L'équation vectorielle de ladroiteest 1 = A +k d
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_1“" =@3;-1;0)+k(-2; 4; 3) — estl'équation vectorielle de la droite.

Remarque: k est un nombre réel qui n'exprime pas un nombre fixe et unique mais il peut
prendre des valeurs réelles différentes. k dans ce cas est appel€ un parameétre. Chaque valeur de

ce parametre permet de trouver un point de la droite.

—
Par exemple, si k=1;alers r =(1;3;3) représente le vecteur de position d'un point

sur la droite

s1. k=2: alors_;- =(-1;7; 6) représente le vecteur de position d'un autre point sur la droite

ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver la forme vectorielle de I'équation de la droite passant par le point (4 ; -2 ; 5) et ayant
pour vecteur directeur (1 ; -2 ; 2). Trouver ensuite un autre point sur la droite.

g% A apprendre

Equation paramétrique d'une droite dans I'espace

L'équation vectorielle dune droite est de la forme _1.-‘ = T;C +k _(i.
Ensubstituant_;:(x; y:2); A=X;y1;z1)et d =(a;b;c)

On obtient: (x;y;2z)=(X;;y1:21)+k(a;b;c)

Dot (x=x;+ka;y=y;+kb;z=2;+ke) —— estl'équation paramétrique d'une droite

) Exemple

@ Trouver 1'équation paramétrique de la droite passant par le point (2 ; —1 ; 3) et ayant pour

vecteur directeur (4 ; -2 ; 5).

0 Solution
Jr- =(2;-1;3)+k(4;-2;5) — estla forme vectorielle de I'équation de la droite
“ (X5 ¥ 2)=(2 ;-1 ;3)+ki(d;-2;3)
. x=2+4k ; y=-1-2k et z=3+5k
ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver 1'équation paramétrique de la droite passant par le point d'origine et ayant pour

vecteur directeur (-2 ;3 ; 1).

%% A apprendre

Equation cartésienne d'une droite dans I'espace

D'apres I'équation paramétrique de la droite:

% <% £ Z_Z
x=x;+kay=y;+kb, z=2,+kc 1. YN k. 1
a b c
X - X]_ - y = y]_ _ L Z]. . . .
2 b b > est la forme cartésienne de 1'équation de la droite.
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ol a, b et ¢ sont non nuls.
Remarques
, Z._1
1- Sia= 0 par exemple, la forme cartésienne de 1'équation de la droite est x = X; et Y- h -~-1t

c

2- Vous avez appris que I'équation d'une droite dans le plan est de la forme ax + by +c¢ =0 .
Par conséquent, certains pensent que I'équation d'une droite dans l'espace est de la forme

ax + by + cz= 0, ce qui est une erreur fréquente car cette derniere est I'équation d'un plan

dans l'espace comme nous allons 1'étudier dans les lecons suivantes.

3- Comme les rapports directeurs a, b et ¢ sont proportionnels aux cosinus des angles directeurs L,

M et N, alors nous pouvons écrire la forme cartésienne de 'équation de la droite sous la forme
X-X _ V-1 _2-74

L M N

) Exemple

@ Trouver les différentes formes de I'équation de la droite passant par les deux points (2 ; -1 ; 5)
et(3:1:4).

&Sollﬂion
Un vecteur directeur de la droite _ci- =03 ] 2d) =21 2 8)=(5 2 1)
La forme vectorielle de I'équation de la droite est _1.-‘ =2;-1:5+k(-5;2:-1)
L'équation paramétrique de la droite est x=2+-53k; y==1+2k;: z=5-k
X-2 y+1 z-5

La forme cartésienne est 3 = 5 = :

ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouver les différentes formes de 1'équation de la droite passant par les deux points (3 ; 2 ; 0)
et(-1:3:4).

. ¥
@ Trouver les différentes formes de 1'équation de la droite 3X2+ L e, O 5 b 53
> Solution
N ¢
Soit 3x+1 _y 1 _ 5 =%
2 2 3
3x+1 _ K dioi S ‘3_1 L % k Equations
2 :
2  de
y-1 - B parametrigues
5 == d'out y =1 + 2 k diike
5.z
= d'on z = 5 - 3k
3
D'apres les équations paramétriques, nous pouvons écrire I'équation:
(x5 o Z)Z(—%; la 5)“(%; 2 <3)
s 1 2 -
Deun 1 = (_§ c1:5)+t(%; 2; -3)estlaforme vectorielle
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Remarquez que : les rapports directeurs sont (% 2:3)ou(2; 6; -9

ﬂ Essayez de résoudre

® Trouver les différentes formes de I'équation de la droite N o R , puis
trouver un point appartenant a cette droite . : 4

%% A apprendre
Angle entre deux droites dans I'espace L, 4

S_Qi_ent L, etL, deux droﬁ::s dansl'espace de vecteurs directeurs respectifs L,

d; =(a;;by;cpet dy =(ay;by;cy). Lamesure du plus petit angle 0
entre les deux droites est donnée par la relation:

_
cosf= L2 0< 0 < 4
17d, I1a, \

Si(L;; My ; Ny et(L,; M, ; N,) sont les cosinus des angles directeurs des deux droites, alors:

COSQZ |Ll Lz +M] M2+N1 N2|

) Exe |_nple

Trouver la mesure de 'angle entre les deux droites Tr =(2;=1;3)+ky (2 ;0 D etx=1,

y-4 _ Z+5
3 3
©» Solution
D'apres I'équation de la premiére droite d; =(2;0;2)
iy
D'apres I'équation paramétrique de la deuxieme droite 2 =(0;3;-3)
5 codi= |_(E.iz_| _ I(-2;0;:2) (0;3;-3)
Idy nid, it ¥ 2+ 02+ 224 0%+ 32+ (3)
6 1 o
i T L . .0 =60
/8 418 2
ﬂ Essayez de résoudre:
@ Trouver la mesure de 1'angle entre les deux droites:
. 7
L x=2: Sk yolek izeSedk et Ly Xgl :ZT‘y:T

<) Exemple

@ Trouver la mesure de I'angle entre les deux droites dont les cosinus des angles directeurs sont
5 12 1 3 4 1

(131/7; Ve ﬂ)et(SJT il 1/7)
©» Solution
_ 2 1 MoNy—( S .4 1
(Lllele)—(l?’ﬁ: 37T JT) et (LstzsNz)—(Sﬁ T ’ﬁ)
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.'.COSQ = |L1L2+M1M2+ N1N2|
_‘ ) 43 -12 4 1 1 |
= * + p.4 + * I
1342 542 1342 542 42 42
ECRNEL I T
130 130 2

Ln

1
. 6 =cosl(g5 =89 7' 6"

E Essayez de résoudre

@ Trouver la mesure de I'angle entre les deux droites dont les cosinus des angles directeurs sont

G i3 Petlgzigei0
Sl

ac A apprendre

Deux droites paralléles dans I'espace

et
Soient L; et L, deux droites dans l'espace de vecteurs directeurs respectifs d; =(a;; by ; ¢;)
— i E —t —tn
et dy =(ay; by; cy). Ly //Lysietseulementsi dy // dy .
Cette condition peut étre vérifiée par plusieurs formes

1- 3 =k 5, P L R TR T eT

Remarques:

1- Siles deux droites sont paralléles et un point appartenant a I'une d'elles vérifie I'équation de

l'autre, alors les deux droites sont confondues.

e e -
2- Si d, n'estpas parallele a d, , alors L; et L, sont sécantes ou non coplanaires.
@|
—_— —_—

) o — —
@ Démontrer que les deux droites r; = j +k; (1 +2j - k)

Exemple

et =(i+ ]+ R)+k (27 -23)

se coupent en un seul point puis déterminer leur point d'intersection

€ Solution
e i
d =01;2;-1); dy =(2;-2;0)
a_lz L = -L : ﬂ = L = -1 : i b_l
3, 2 2 7 b 2 . az#bz
Les deux droites ne sont pas paralléles. Pour démontrer que les deux droites sont sécantes en

B — —
un seul point, on cherche une valeur de k; et une valeur de k, telles que r; = 1,

T4k (14273 -k)=1+ ] + % +ky(2 7 -27 )En égalisant les coefficients

k =1 -2k, dot Kk +2k,=1 (1)
2k, = -2k, dot  kj+ k,=0 (2)
k=1 dot k;=-1 3)
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De (3) en (1) k,=1

Ces valeurs vérifient 1'équation (2).

.".Les deux droites sont sécantes en un point et le vecteur de position de leur point
d'intersection est :

— = —_
T 1

= TI(T 2T = X J=-

T 4% Al El-1D)

ﬂ Essayez de résoudre
Démontrer que les deux droites 1; =(3;-3;5 +k;(0;-5;5)

et T, =(2:3:)+ky(5;-1;-1)

sont perpendiculaires et se coupent en un seul point puis déterminer leur point d'intersection.

é%% A apprendre

Deux droites perpendiculaires dans l'espace
—
Sotent L; et L, deux droites dans 'espace de vecteurs directeurs respectifs d; = (a;; by; ¢p) et
R
dy =(ay; by;cy) Ona:
i i e e
Ly LL,sietseulementsi d; + dy =0

Démontrer que les deux droites 1; = (1; 2;4) +k; (2;-1; et 55 = (1:1; 1) +ky(-2;7; 11)

sont perpendiculaires puis démontrer qu'elles sont non coplanaires.

0' Solution
?1- =(2;-1;1) —— estun vecteur directeur de la premiére droite
E; =(-2;7;11) —— estun vecteur directeur de la deuxiéme droite
e Y =@l De(2:7:1D)
=mit Y G T e A 1
=-4-7+11
=0 .. Les deux droites sont perpendiculaires

Pour démontrer que les deux droites sont non coplanaires, on démontre qu'il n'existe pas de
P

valeurs de k; et k, telles que T; = 1)
Onpose(l; 2; 4)+k,(2; -1; I)=(1; 1; 1)+Kky (-2; 7; 11) En égalisant les coefficients :
o 1+2k=1-2k, doun kj+ky=0 1)

2-k=1+7ky ; don  -ky-T7ky =-1 2)
4+ky=1+1lky; d'ot  ky-1lky=-3 3)
Des deux équations (1) et (2), on obtientk; = % etky,= % Ces deux valeurs ne vérifient pas
I'équation (3).

.". Les deux droites sont non coplanaires.

ﬂ Essayez de résoudre

@ Démontrer que les deux droites
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T =0G:-1:2)+k 4:1:3)et T, =(0:4;-1)+ky (1 :-1;2) sont non coplanaires.

) Exemple

@ Trouver une équation de la droite passant par le pomt (2 ; —1 ; 3) , coupant la droite
;T =(l; -1; 2)+k(2; 2; -1) etlu est perpendiculaire.

©» Solution
Supposons que les deux droites se coupent au point C L,
C appartient a la droite L; (la droite donnée)
C peut s'écrire sous la forme:
C(+2k; -1+2k; 2-k)
Un vecteur directeur de la droite L, (la droite cherchée) est
T -i=0 %
dy =(2k-1;2k;-k-1)
E‘1‘“ sy =
et ". les deux droites sont perpendiculaires cody e dy =0
(2;2;-D*(2k-1;2k; k-1)=0
4k -2+4k+k+1=0
9k=1 dou k=1
d, _(?7, % %)_(-7,2,-10)
L'équation de la droite L, est _1'."' =(2;-1;3)+ky(-7;2;-10)

E Essayez de résoudre
@Trouver une équation de la droite passant par le point d'origine, coupant la droite
_;" =@3;1;4)+k(2;1; 3)etlu est perpendiculaire.

) Exemple > i 3
i (Distance entre un point et une droite dans l'espace)

@ Trouver la distance entre le point (3 ; -1 ; 7) et la droite passant par les deux points
2:2:-1)et(0;3:5)

0‘50'“ﬁ0n (3,-1,7) C
Sotent A(2;2;-1);,B(0:3;5;C@3:;-1:7) 2
e = 3.7, 1)
BC=C-B =3;-1;7-(0;3;5=03;-4;2)
Le vecteur directeur de la droite Td‘ = B_;\- = 73:' s _BS‘
£ 8 =D el 24B]
BD est l1alongueur de la projection de B_a sur la droite AB = M
I(3; -4; 2)* (2; -1; -6)l 2 LBAI
BD = =
2T (D5 (6) 'z
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Mais I BCI =4 32+p2<2? - /19

. La distance CD = 4 (BC)? - (DB)?

= ,/29 ) % = ’/ % =~ 53 unités de longueur
E Essayez de résoudre:
@ Trouver lalongueur de la perpendiculaire abaissée du point (2 ; 1 ; -4) surla droite d'équation

T o=(1:-1:2)+k(2:3:-2)

sflexion critigue: La distance entre un point B et 1a droite d' équation _1:. = T ¢ K _é.
flexion critique: L.a di point B et 1a droite d' €q
I AB < dl

hd

est déterminée par la formule = Pouvez-vous démontrer cette formule?

Exercices 4 - 1

Compléter:

@ L'équation vectorielle de la droite passant par le point (2 ; -1 ; 3) et ayant pour vecteur
(-1;:4:2)est i

@ La mesure de l'angle entre les deux droites d'équations 2x =3y = -z et 6x = -y = -4z est égale

A

@ La mesure de l'angle entre les deux droites ayant pour rapports directeurs (1 ; 1 ; 2) et
(43 -1;-43 -1;4)estégalea ...

@ Si 6, est 1a mesure de l'angle que fait la droite passant par le point (3; -1 ; 1) et le point

d'origine avec le sens positif de l'axe des z , alorscos 6, = ...

@ Le vecteur directeur de la droite passant par les deux points (7 ;-5 ;4) et (5; -3 ; 3) est

Compléter:
@ Trouver les cosinus des angles directeurs de la droite ayant pour rapports directeurs :
@-1;2;3 ®)1;1;1

@ Trouver les diff érentes formes de 1'équation de la droite :

a passant par le point (4 ; -2 ; 5) et ayant pour vecteur directeur T =] (N B )
b passant par le point (3 ; -1 ; 5) et parallele au vecteur ﬁ ol ﬁ = (4 ;=2 2)
c passant par les deux points (3 ;-2;0)et(0;4;1)

@ passant par le point (3 ; 2 ; 5) et faisant avec les trois axes du repere des angles de méme mesure.

3= ¥+2, 2.7

Trouver la forme vectorielle de 1'équation de la droite x 1 3
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ey —_— —_— — — — —_—
(0)siOA=71 -2 +k ; OB=-1 373 ;

- = —_ = =

OC=31 +3 -2k ; OD=81 +] +4 k.

trouver 1'équation vectorielle de chacune des droites suivantes:
‘@ La droite passant par les deux points A et B

" =l
/ La droite passant par le point D et parallelea BC

€ La droite passant par le point C, coupant la droite AB et lui est perpendiculaire.
@ Trouver la mesure de 'angle entre les deux droites:

a L, : passant par les deux points (-3 ;2;4)et(2;5;-2)
L, : passant par les deux points (1 ; -2;2)et(4; 2;3)

B)L T =2:-1;3)+k (-1; 4; 2)
Lyx "¢ =l 2 =1k 0, 1:3)

C L;:2x=3y=4z

@ Citer la ou les conditions nécessaires pour que les deux droites:
Lir=ry+ aiky ; y=yij+biky ; z=zi+ ks
Ly:ix=xy+a5ky; y=y,+boky; z=2, +coky

( ﬂ soient paralleles b soient perpendiculaires

€/ solent sécantes en un seul point

@ Trouver I'équation de la droite passant par le point A(L ; -1 ; 0) et parallele a la droite passant
par les deux points B(-3 ;2; 1) et C(2, 1, 0) puis démontrer que le point (4 ; 2 ; 3) appartient

a cette droite.

@ Trouver la valeur de n pour que les deux droites L; : T;- =@G;-1;n)+k@&;L;3)et
L;z:::(:_y_l4 =it

@ Déceler l'erreur :

soient sécantes en un seul point puis trouver ce point

'a Pour une droite quelconque, la somme des carrés des rapports directeurs est égale a 1.

b Les cosinus des angles directeurs de la droite passant par les deux points (X; ; y;; 7;)

et (Xy; Vo Zg)sont (X, -Xy; Y2 -YV1, Z3-Z7)

c S1(Ay; By Cy) et (Ay; By, C,) sont les rapports directeurs respectifs des deux droites
L, et L, ; alors la mesure de l'angle entre les deux droites est donnée par la relation

cos 0 =laja; + byby+ 0y
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R

1 Aapprendre — o

v Equation vectorielle d'un
plan dans l'espace.

v Equation standard d'un
plan dans l'espace.

» Equation générale d'un
plan dans l'espace.

» Angle entre deux vec-
teurs.

» Condition de parallélisme
de deux plans.

» Condition de perpendicu-
larité de deux plans.

v Equation de la droite
diintersection de deux
plans dans l'espace.

» Distance entre un point et
un plan.

» Distance entre deux plans
paralléles.

—Expressions de basero
» Plan
» Forme standard
» Deux plans paralléles

» Deux plans perpendicu-
laires

» Deux plans sécants
» Angle

Q

Matériel utilisé—o
» Calculatrice scientifique
» Logiciels de graphisme a
trois dimensions

'Refléchir et discuter

1- Si A et B sont deux vecteurs perpendiculaires, alors A + B

2- Un vecteur directeur de la droite passant par les deux points (X;; yy; Z;)
A T )

3- Lacoordonnée z de tous les points appartenant au plan du cartésien

XYestégalea . ... ..

%‘]E‘é A apprendre

Forme vectorielle de I'équation d'un plan dans I'espace
Soitent A (X;, ¥;, z;) un point d'un plan
qui a pour vecteur de position Kﬁ ;
T;Ih = (a; b; ¢) un vecteur directeur
orthogonal au plan et et B (x, y, z) un
point quelconque du plan qui a pour

.. —n
vecteur de position r Alors:

N-AB=0
N+ @BR)=0 (B=T7)
T\I- . _;- = T\Ih . T\h — C'estlaforme vectorielle del'équation

d'un plan

C'est a dire : Pour trouver 1'équation vectorielle d'un plan, il faut

connaitre un point du plan et un vecteur directeur orthogonal au plan.

@ Exemple

T Trouver la forme vectorielle de 1'équation du plan passant par le

point (0 ; 1; 1) et ayant pour vecteur directeur orthogonal au plan le

— —_ =T —dm
vecteur N = 1 + ] + k
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€» Solution

L'équation vectorielle est T\Ih . _1?- = T\f- . JA- ol 7{- =(0;1;1
(U Uy T = (1 13 D010
(1;1;1) T =

H Essayez de résoudre

@ Trouver la forme vectorielle de 'équation du plan passant par le point (2 ; -3 ; 1) et ayant
pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur T\T- =1 ;~2 :3).

=

1] A apprendre

Forme standard de I'équation d'un plan dans l'espace
D'apres la forme vectorielle de I'équation du plan
N (T A)=0
oun N=(;b;oetT =@x; y; 2 A =(x1; 15 1)
w{a;,b; e)lx-%;; Y- Z2-ZpP=0
ax-x)+b(y-yp+c(z-2z)=0——estlaformestandard del'équation
d'un plan
En développant:
. ax+by+cz+(-ax;-by;-cz)=0
En pesant -ax; -by;-cz; =d; on obtient

ax+by+cz+d=0 —— estlaforme générale de I'équation d'un plan

Exemple

@ Trouver la forme standard et la forme générale de I'équation du plan passant par le point
=

(3 ;-5 ; 2) et ayant pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N = (2; 1, 1).

©» Solution
La forme standardest a(x-x;)+b(y-y;)+c(z-2;)=0
2x-3)+(y+5)+(z-2)=0 —— Forme standard
En développant et simplifiant:
2x+y+z-3=0 — Forme générale
E Essayez de résoudre
@ Trouver les différentes formes de 'équation du plan passant par le point (-3 ; 4 ; 2) et ayant
pour vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur JN- =(1;-1;3).
") Exemple
= (Equation d'un plan passant par trois points non alignés)
@ Trouver les différentes formes de 1'équation du plan passant par les points (3 ; -1, 0) ;
2:1:4)ec(@ ¢3:3)
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©» Solution

Il faut d'abord s'assurer que les trois points ne sont pas alignés
SoientA(3;-1;0),B(2;1:4),C(0;3;3)

AB=B-A=(L;24: AC=C-A=(3:4;3
:—3 * % rﬁ H# A_a .". les trois points ne sont pas alignés

Pour trouver I'équation du plan, nous avons besoin d'un vecteur directeur orthogonal

au plan. On peut obtenir ce vecteur a l'aide du produit vectoriel des deux vecteurs
e

AB et AC. =
N = AB x L= 1 2 A =101 -9 ] * 2 k
3 4 3
La forme vectorielle de I'équation du plan est : :
IRy K‘ iong
L0 =9y 20 j.. =(-10;-9;2)-3; -1,0) L'équation d'u plan
(-10% -9 2)s ¢ =21 passant par les trois

points (x4, Yy, Z1);
("21 Y2! ZZ); (K3, Y3! 13)
est:

st [ i I e |

Forme standard de I'équation du plan

a(x-x)+b(y-yp)+c(z-2) =0

. -10 (x—3)—9(y+1)+223 0 Q- Y2-V1 T-Z

=0

S = T

Forme générale de I'équation du plan
(10; 9; 2)+(x; y; 2= 21
. -10x-9y+2z+21=0
ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver les différentes formes de 1'équation du plan passant par les points (1 ; 0 ; 0),
0;2:0)et(0;0; 3).

BT Exe m Ie .
= s (Plan contenant deux droites)

Démontrer que les deux droites ?1‘ = (3T +T —T;-)-l‘kl (T +2 T +3T;)

et 19 =21 +5_])+k2(1 -] +'k)
sont sécantes puis trouver 1'équation du plan qui les contient.

©» Solution
. — — .
S1 r; = 1, alorsles deux droites se coupent

.

BT +7 -T)+k(T 27 +3%)=QT +5T)+k(T -F +k)

En égalisant les coefficients:
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3+ kl =2 +k2 d'olt kl = kz — | (1)
1+ 2k =5-k don 2%k + k, =4 ()
1+ 3k, =k, don 3k, - ky =1 (3

En résolvant les équations (1) et (2) ona ki=1; ky=2

Ces valeurs vérifient I'équation

les deux droites sont sécantes.

“ s
Un vecteur directeur orthogonal au plan est N tel que:

T 7 X
—— e — — .
N=14d xd=]| 1 2 3 |=5 1 +2 37 -3k
1 -1 1
¥ § = s ot —
L'équation vectorielle du planest N * r = N * A

(523 T =(5:2; 3)B;1;-D)
(502 3)e T =20

La forme générale:
(5:2:-3)(x;y;2)=20
5x+2y-3z=20
E Essayez de résoudre:
@ Démontrer que les deux droites L : 2x = 3y = 4z et L,: 3x = 2y = 5z sont sécantes puis

trouver 1'équation du plan qui les contient.

Exemple

@ Trouver le point d'intersection de la droite 2x =3y -1 =z -4 avec leplan3x +y - 2z=15

0 Solution
De I'équation du plan
y=5+2z-3x
En substituant dans I'équation de la droite:
2x=14 + 6z - 9y
=z -4

llx-6z=14 (1)
et-5z+9x=18 (2)

En résolvant les deux équations (1) et (2), on obtient:

X =38 z=-72
En substituant dans I'équation du plan:
S.y=-25

.". le point d'intersection est (-38 ; -25 ; -72)
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ﬂ Essayez de résoudre

® Trouver le point d'intersection de la droite _1?- =1 :4;2)+t@3; 2, 2) avec le plan
(3:;2:2).T =2

gg A apprendre

Angle entre deux plans

La mesure de 'angle entre deux plans est la mesure de 1'angle entre
les deux vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans. si ﬁ‘; et
ﬁ: sont deux vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans, alors

la mesure de l'angle entre deux plans est donnée par la relation :

-

cosez%oﬁog 6 <90°
I g IEI I
<~ Exemple
@ Trouver la mesure de 1'angle entre deux plans (2 ; -1,4)+ _1:‘ =5et
3x-y+2z=4
©» Solution

Un vecteur directeur de la premiére droite est ﬁ:‘ =@2; -1;4
Un vecteur directeur de la deuxiéme droite est ﬁ:: =(3 i <1: 2)

.. La mesure de I'angle entre les deux vecteurs est 6 ou
==t =

cos =M ml . 1Q;1;43;-1;2) _ 15
Iogll agl {22+ (D4 321222 T4 6
15
0=cosl(_——_)=28°58
(TJF)

ﬂ Essayez de résoudre:
@ Trouver la mesure de 1'angle entre deux plansx -3y +2z=0et2x +y -z=3

Plans paralléles et plans perpendiculaires

| it .
S1 N; et N, sont deux vecteurs directeurs orthogonaux a deux plans, alors

1- les deux plans sont paralléles si ﬁ; /! ﬁ; c'est a dire s1 (== N ot B

—E

2- les deux plans sont perpendiculaires si ﬁ: * N, =0 c'esta dire s1 (ajay + byby +c1 ¢9) =0

) Exemple

@ Sile plan 2x - y + Kz = 5 est paralléle au plan x + Ly + 4z = 1, trouver la valeur de K ; L.

©» solution
a _ b _ ¢

Les deux plans sont paralleles e L
b o
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z—i—i = :i e
S oy L 2etKS

H Essayez de résoudre
@ Sile plan x - 3y + z = 4 est perpendiculaire au plan a x + 2y + 3z = 2, trouver la valeur de a

@ Ex?:‘ ple (Equation de la droite d'intersection de deux plans)
Trouver I'équation de la droite d'intersection des deux plansx +2y -2z=1et2x +y-3z=5
o Solution
Par élimination de x dans les deux équations, en multipliant la premieére équation par
—2 puis en l'additionnant i la seconde :
3y+z=3 d'ou Z=3y+3 1)
Par élimination de y dans les deux équations, en multipliant la deuxiéeme équation par

-2 puis en additionnant:

3x+4z=-9 d'on Z= 3X4_ A
s z
[ 3X4 2= 3y1+ P T est I'équation de la droite d'intersection des deux plans
Autre solution:
X + 2y -2z = (1)
2x + y -3z = 2)
En éliminant x

3x +  z =3 3)
Seit z=k
De(3)y = 1‘3_3 . De@yz= Ik

Les équations paramétriques de la droite d'intersection des deux plans sont;
x:3+%k , y:—1+%k et z=k
Autre solution
. e —m . .
Les vecteurs directeurs orthogonaux aux deux plans N; et N, sont perpendiculaires a la
droite d'intersection des deux plans.
Le vecteur directeur d de la droite d'intersection peut étre calcul€ en utilisant le produit

. — —
vectoriel des deux vecteurs N; et N,

— el e

d:Nl'sz i 2 ) :—41—_] -3 k
2 1 3
Pour trouver un point de la droite d'intersection, on pose x =1 (par exemple)
En substituant dans I'équation du premier plan 2y - 2z=0 (D
En substituant dans I'équation du deuxiéme plany -3z =3 2)
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Des deux équations (1) et (2), on obtient z =- % ety=- %

Le point (1 ; —% : —%) est situé sur la droite d'intersection .

L'équation de la droite d'intersection est _; =(1; —% : —%) +t(4;-1;-3)

ﬂ Essayez de résoudre
Trouver 1'équation de la droite d'intersection des deux plans 3x -y +2z=3 et x -2y + 5z =2

%% A apprendre

Longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point sur un plan
Solent A(X; ;yj; z;) un point n'appartenant pas a un plan X et B _,__

un point du plan. Si N est un vecteur directeur orthogonal au plan, N4

A
alors la distance du point A au plan est égale a la longueur de la Z‘L
B

. s eyl —
projection de BA sur N

|ﬁ-'ﬁ"| X

E=

—
Il nll

@ Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (1 ; -1 ; 3) sur le plan d'équation
T 4@i2-1)=5

©» Solution
11 faut trouver un point du plan et un vecteur directeur orthogonal au plan. A partir de
I'équation du plan _1:‘ (2;2;-1)=5
on trouve que T\Ih =(2dinel)
Pour trouver un point du plan, on suppose que le plan coupe 1'axe des z au point (0 ; 0 ; z)

(0:0:2)2(2:2:1)y=5 :;dou z=<5

Le point B (0; 0 ;-5) appartient au plan.

BA=A -B =(:-1:8) ot A(1;-1;3)

| BA « n |l _1d;-1;8)0 (2,2 -1)
2t )

La longueur de la perpendiculaire L. = % unités de

longueur ol

E Essayez de résoudre
@ Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-2 ; 1; 4) sur le plan

—

déquation r .(1; 3; 2)=4
Forme cartésienne de la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point
sur un plan
On sait que la longueur de la perpendiculaire abaissée du point A(x; ; y;; z;) sur le plan passant
par le point B(x, ; y, ; z,) et ayant N = (a; b; c)pour vecteur directeur orthogonal au plan

est donnée par la relation :
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| BA + o

s *n

L T =

IIn

L =J&X-X:y1-V2:2 -29)*(a;b;o)

Y alibicr
_ lax; + by, +ez) +(-axy- by, - czy)

J at+bic?

Le point B (x5 ; ¥y zy) estsitué au planax +by +cz+d =0

lax, + by, +cz; +dl
B e M est la forme cartésienne de la longueur de la perpendiculaire

¥ ar+ b2+ c?

Exemple

@ Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (1 ; 5; -4) sur le plan d'équation
3x-y+2z=6
©» Solution
. = |ax; + by; +cz; +d|
¥ al+b2+c?
_BQO-G)+2(4-6 _ 16
 B3hrn: 414
H Essayez de résoudre

unités de longueur

@ Trouverla longueur de la perpendiculaire abaissée du point (-1 ; 4 ; 0) sur le plan d'équation
Xx—-2y-z=4

) Exemple

(Distance entre deux plans paralléles)
@ Démontrer que les deux plans x +3y-4z=3 et 2x + 6y - 8z =4 sont paralléles puis trouver
la distance entre eux.

©» Solution

Pour démontrer que les deux plans sont paralléles, on démontre que les vecteurs directeurs
orthogonaux a ces deux plans sont paralléles.

i it

N,=(;3; 4; N,=(2; 6; -8

Sy A g CF oo ol o ol

az_% D, 6 2 ¢, 872
— e .". Les deux plans sont parall¢les
y b o
Pour trouver la distance entre les deux plans, on cherche un point appartenant a 1'un d'eux puis
on calcule la distance du point trouvé par rapport a 1'autre plan.
Pour chercher un point appartenant au premier plan, on pose x =0 et y=0 dansl'équation du

premier plan.
= % Dans ce cas, la longueur de la perpendiculaire de ce point sur le deuxiéme plan est

o034
= = unites de longueur
V25 62+3)2 2 i
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ﬂ Essayez de résoudre
@ Démontrer que les deux plans 3x + 6y + 6z=4 etx + 2y + 2z = 1 sont paralléles puis trouver

la distance entre eux.

%E’é A apprendre
Equation d'un plan en fonction des parties coupées des trois axes du repére

S1 un plan coupe les trois axes du repére aux pointsn (x; ;0;0) , (0;y;;0) et (0;0;z),

alors I'équation du plan est sous la forme:
z
R e E quation du plan en fonction des parties coupées des trois axes
LS B A TS|

@ Exemple

@ Trouver 1'équation du plan qui coupe des axes x , y et z du repére les parties 2 , -3 et 5

du repere :

respectivement.
©» Solution
z
L'équation du plan est Bl Pt T
1 n 4
z
D'oun LIS AT |

ﬂ Essayez de résoudre

@ Trouver les parties coupées des trois axes du repére par le plan d'équation 2x +3y -z=6

- -
» -
&

Sile plan d'équation 3x + 2y + 4z = 12 coupe les trois axes du repére X ; y ; z au points A , B

et Crespectivement, calculer 1'aire du triangle ABC.
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Exercices 4 - 2

Choisir la bonne réponse parmi les réponses proposées:
@ Parmi les points suivants, celui qui appartient au plan 2x +3 y - z= 4 est

3(1 151 b(l 2;0) .c_(0,2,1) d(32—1)

@ L'abscisse du point d'mtersectlon du plan 3x - 2y +4z + 12 avec l'axe des abscisses est
(@) 3 b4 (e)4 (d)6

@ Sia, b et c sont les parties coupées des trois axes du repére par le plan x + S5y — 6z = 30,

alorsa+b+c=

a\ ; b 30 c - d .
@ L'equatlon du plan passant par le point (1 ; 2; 3) et parallele a 1'axe des x et I'axe des y est
(a)x+y=3 (b)z=3 (e)x=1 dy=2

@ L'equatlon du plan passant par les points (2 ; 3 5) (-1:3;1)et(4d;3-2)est
@x+y-z=0 bix=-1 ._c_\y 3 d A=,

@ L'équation du plan passant par le point (1 ; -2 ; 5) et ayant pour vecteur directeur
orthogonal au plan le vecteur (2 ; 1 ; 3) est
(a)2x+y+3z=1 (b)2x +y+3z2=15
©x-2y+52=15 @ x+y+rz=4

Répondre aux questions suivantes:

@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par le point (1 ;-1 ; 4) et ayant pour
vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N = (2; -3; 4) puis répondre aux questions
suivantes

{a) Le point (2 2 1) appartient-il au plan ?
b Le vecteur e =(3;-5; -2) est-l paralléle au plan ?

Trouver trois points dans 1'espace appartenant a chacun des plans suivants:
(a)x=3 B)y=-2 (e)x+3y=5 (d)2x-y+3z=4

@ Trouver 'équation générale du plan passant par le point d'origine et ayant pour vecteur

directeur orthogonal au plan le vecteur
. — — —

N = l + 2 _] = 3 k
@ Trouver les différentes formes de I'équation du plan passant par le point (2 ; -1 ; 0) et ayant pour

vecteur directeur orthogonal au plan le vecteur N =4 1 +10 j -7 k
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@ Trouver les différentes formes de 1'équation du plan passant par les points (2 ; -1; 0),
(-1;3;dDet(3; 0; 2)

@ Démontrer que la droite _; = T; +k (2 1+3 3] +4 k) est perpendiculaire au plan

x+% ¥+ 2z=9
@ Démontrer que le point A(2 ;3 ; 1) et la droite L : _;: (3_{‘+T+3_1:) +k(T - ZT+2_1:)

: . — — ot
sont situés dans le plan d'équation r *(2 1 - k )=3

@ Dans chaque cas, trouver 1'équation du plan passant par le point (2 ; 1 ; 4) et vérifiant 1'une
des conditions suivantes :
(a) Paralléle au plan 2x +3y + 5z = 1
b Perpendiculaire a la droite passant par les deux points (3;2;5);(1;6;4)
(o) Perpendiculaire a chacun des deux plans 7x +y + 2z= 6 et 3x+ 5y -6z =8

@ Trouver les coordonnées du point d'intersection de la droite
_;: _1: +k(2_r +T+_1:)avecleplan? J T:4

@ Trouver les différentes formes de 1'équation du plan coupant des trois axes du repére X , y et z
les parties 2 ; 4 et 5 respectivement

@ Lien avec I'environnement: Dans la figure ci-contre, trouver I'équation :

X

a) du plan du sol de la chambre
b du plan du plafond de la chambre

'€ des plans des murs latéraux

Trouver 'équation du plan contenant la droite
Ly Jr- =(0;3;-5)+t; (6;-2;-1) et paralléle a la droite
Ly T =(;7;-4)+t,(1;3;3)

@ Trouver la mesure de 1'angle entre les deux plans dans chacun des cas suivants:

@1, % -yiz=5 ; Ly 3x+2y-2z=1
®L:Te@2;1; D=4 LyT *B; 2;0=7
(c) L,:y=4 : Lyx-3y+5z=1
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Questions a plusieurs conclusions:

@ Soient A, B, C er D quatre points du plan ayant pour vecteurs de position respectifs par

— el e e el

rapport au point d'origine O les vecteurs- j + k ;21 - j +3k ,- ? - 2? + 2_; ;
i e e

Tx -4 y + 2

'3-.'.._5‘_ | Trouver un vecteur directeur ortho gonal au plan ABC

b Démontrer que la longueur de la perpendiculaire abaissée du point D sur le plan ABC
~ estégalea 246

c Démontrer que les deux plans ABC et DBC sont perpendiculaires.

(d) Trouver l'équation de la droite d'intersection des deux plans ABC et ODB

@ Soient X un plan contenant les points A(1 ; 4 ;2),B(1;0;5) et C0; 8; -1)etY plan
& . =iy e i =
contenant le point (2 ; 2 ; 3) et ayant pour vecteur directeur le vecteur N = j +2 j +2 k
a Trouver I'équation cartésienne du Plan X
! Trouver I'équation cartésienne du Plan Y
! Sile point (p ; 0 ; ) appartient aux deux plans X et Y, trouver la valeur de p et f.
/ Trouver l'équation vectorielle de la droite d'intersection des deux plans X et Y

) Sile point (1 ; 1; k) est a égales distances des deux plans X et Y , trouver les valeurs
possibles de k

(@)(a)() (o)
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Conditions préalables au calcul diffé-
rentiel et intégral

la defferentiation l'inverse des fenctions trigono-
métrigues

1-Ladérivée de la fonction cotangente \
Siy=cotgxolixeR,x#nfl ,nez a4 \E x 7
alors: A (cotg x ) = - cosec? x g

Cdx g§x)= \

remarquez que :

e ———

F 3

o

dy d 1 )_d coS X

[P
-l

dx dx tgx Cdx o sinx
sin X % (- sin X) - cOS X X €COS X 1 2 y=cotgx
= =- = - cosec” x
(sin x)? (sinx)?
La dérivée de la fonction sécante \y A I \
Siy=secx ol:
2o+ 17T
XER’X#T’HEZ e ﬂzL b T
alors: - X
di( secx )=secx tgx (justifiez) ? \
X
I L
y =secx
3- La dérivée de la fonction cosécante : y 1
Siy = cosec x oii
xeR, x#n07 ,ne” : A 3
o F 9 x 73 o
Alors : % (cosec x) = - cosec X cotg X Jjustifiez 5 *
y
Yy = cosec X
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(Y Exemple

{1} Déterminez 2 dans ce qui suit :

dx
a)y=3x>+4cotgx b
C'y:x3cosecx
©» Solution
é::_y = 3x5x%+4 (-cosec?x) = 15x%*-4 cosec? x
X
b:_y = 3(secx tanx)-5sec?x = secx [3tanx - 5 sec x]
X
c g_y = 3x2cosecx + x3 (- cosec X cotg X) = x?2
X

Intégral des fonctions trigonométriques

Intégral infinie

fsinxdx:—cosx+c

cosec X [3 - x cotg x|

fcosxdx: SINX + ¢

2n+1

fseczxdx:thJrc;x;ﬁ L' ner

fcoseczxdx:—cotgx+c;x *n.mel

2n+ 1

fsecxtgxdx:secx+c;x# T :nel

fCOSﬁCXCOthdX:—CoseCX-i-C;X LN te sl

Livre de I'éléve- 3¢ secondaire

y=3 secx - 5tanx
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Introduction de l'unité

Dans vos études précédentes de fonctions , vous avez étudié les fonctions explicites d'une variable sous
la forme y = f (x), des opérations sur les fonctions et leur composé. Vous avez déja étudié la dérivabilité
de la fonction continue sur un ensemble de définition. Vous pouvez déterminer la dérivée premicre des

fonctions algébriques et des fonctions trigonométriques.

Dans cette unité,on continue les études des la dérivation des fonctions trigonométriques et des fonctions
dont on ne peut pas séparer ses variables car les variables reliant par une relation implicite ou par un
parameétre. Ce qui nécessite 1'étude d'auntre méthode de la dérivation comme la dérivation implicite et
la dérivation paramétrique qui dépend en chéne. On chérche aussi la dérivée de la fonction dérivée (la
dérivée séconde) a I'étude de la dérivation sucséssive qui nous pérmet d'étudier plusieurs applications de

la vie.

Dans cette unité on s'interesse des applications importentes de la dérivée dans plusieurs domaines, sportif,

phisique, économique, biologique, de I'étude des équations de la tangente et de la normale de la courbe et

la dérivation li€e au temps qui nous aidenta symboliser et résoudre les problemes.

. ;M
- Objectifs de l’umte

A lissue de cette unité, I'éleve doit étre capable de:

# Déterminer la dérivées des fonctions # Déterminer les équation de la tangente et de la
trigonométriques sec X , cosec X , cotg x normale d'une courbe en I'un de ses points

# Déterminer la dérivée des fonctions(explicite — # Déterminer la dérivée li€e au temps(le taux) et ses
implicite — parameétrique) applications phisiques

# Déterminer la dérivée sucséssives (premiére et # Symboliser les problémes de la vie et

deuxiéme) de déffirentes fonctions et comment économiques

les représenter.




Vocabulaires de base

¢ Dérivation

¢ Dérivée premiere

¢ Fonction explicite
¢ Fonction implicite

Z  intermédiaire (Paramétre)

¢ Dérivation implicite

EAAY

Dérivation parametrique

2 Dérivées succéssives

gl

£IN

Taux

Taux liés

~ Aides

pédagogiques

Calculatrice graphique

¢ Ordinateur avec des logiciels de

graphisme

Deérivation

) - Lecons de I'unité

Lecon (1 -1):
Lecon (1 -2):
Lecon (1 -3):

Lecon (1 -4):

\

Dérivationd’ une fonction implicite ou paramétrique

Dérivation succéssive d’ une fonction

Dérivation les fonctions exponentielles et

logarithmiques

Dérivation des fonctions liées au temps

'\\

Organigramme de l'unité

~— derivation d'une fonction implicite

—— Dérivation parametrique

—» Deérivation succéssive

Dérivation et ses applications

Applications de la dérivation

|

Dérivation des fonctions

!

Biologiques

liees au temps
Applications
phisiques geometriques




-

q w @
_deparametrique

Dérivation implicite
g Apprendre | ; _ _

On a déja trouvé la dénivé d’une fonction sous la forme y = f (x) et c’est
Dérivation implicite : s u . s % . ,
une fonction explicite de la variable indépendante x ot on détermine la
Dérivation
valeur de y selon la valeur de x par exemple :

y=4x3-5x+2 et alors y'=12%x%-5

mais, si la relation entre y et la variable x est une relation de x ety ala

parametrique

fois par exemple :
xy+y-4=0(1) x2+y2-9=0(2)
alors chacune des deux équations représente une relation implicite entre

x et y et décrit les coordonnées du point (x ; y) de la courbe .

? Vocabulaires R A
del emarquez que :
< Relation 1- On peut écrire I équation x y +y — 4 = 0 sous la forme
2 Fonction explicite y(x+1)=4 S B 4 oux #-1
A c B 1
= Fongtionimplicite Dans ce cas, la relation est représentée par une fonction explicite .
: Parametre
2- L ensemble des points
e : YA A
(x ; y ) qu vérifient I’ équation .
s Pl (xOy
X + y“ =9, représente un cercle / \
dont le centre est I'origine et de - / \ _
rayon 3 unités. Du graphique, M 3\ e X
on remarque que la relation x2 \\ /
2_g. : N L
+ y“ =9 n’est pas une fonction.
On peut calculer y2 =9 - x? v
% Aides pédagogiques | Sy=t49.x2
¢ Calculatrice Alors on peut définir la relation v 1
scientifique x2 + y2 = 9 par deux fonctions (tlo £ oI )
explicites la premiere y = N
4 9_x2 3/ _‘“\n (x| y)
7 dont 1’ensemble de définition / \
est [-3 ,3]; '’ensemble image - 3 o T L
est [0 , 3] et dérivable pour tout I

xe]3, 3]
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Ladeuxiémey=-49 _x2 vA
dont!’ensemble de définition est [ -3, 3]; I'ensemble image est _
[-3: 0] et dérivable pour tout xe -3 , 3] M ¥ Ik
dans la plus par des équations sous forme f(x ; y) =0, onne \‘>\ /r/

peut pas déterminer y en fonction de x directement car y // s
n’est pas une fonction explicite, mais on peut appeler cette |(fix)=-4/9.x2 )

fonction par fonction implicite. ¥

Pour dériver une fonction implicite, on dérive les deux
- ; . ox x . d dx
membres del’ équation en respectant la régle de la dérivation en chaine pour obtenir 9 oult

dx dy
‘ Exemple

1 I Déterminez d_y Si;
dx

a)x3+y2-7x+5y=8 b)3xy+yt=x1-7

> Solution
L , | 0 Rappel
a  On remarque que 1’équation ne représente pas y directement ;

enfonction de x. Pour trouver d_y ,on dénve les deux membres Siy est une fonction
dx en x et dérivable
par rapport a X sachant que y estune fonction de x et dérivable: alors
3x2+2yg_y—7+53_y: (Y)“ "
X X _ o1
dy 7-3x2 =ny» 1L

9 g4 8= T-3x2 P
dx
b)".3xy+y2=x%-7 on dérive les deux membres par rapport i x.
'.i(3xy)+ Zyd—y:2x
dx dx

3xd—y+y><3+2yd—y:2x
dx dx

Y (Bx.+ 2§]=0% -3¢ s Yy 2x-3y
X dx 3x+ 2y
ﬂ Essayez de résoudre
@ Trouvez o Si:
dx
a)x3-5xy+y =4x b)x2y+y*x=25
."'3 Exemple
(2) Déterminez ay; Si:
* dx
a sin2y=ycos3x b te2X+cotgy=xy
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1 -1 Dérivation d’une fonction implicite ou paramétriqqa. -

© Solution

@ On dénve les deux membres de I’ équation par rapport a x

.'.i(sin2y):i(ycos3x)
dx dx

cosZyXZd_y:y[—sin3x><3]+cos3x[d_y]
dx dx

Cdy 3ysin3x
"dx cos3x-2cos2y

g_y[ZCOSZy—cos3x]:—3ysin3x
X

b On dérive les deux membres de I équation par rapport a X
4 (an2x) + L (eotgy) = L (xy)
dx dx dx

ZSeCZZX—csczyg_y:xd_ery

X dx

dy

2
2 [x+ cscly] = 2sec? 2x -y . dy _ 2sec?2x-y
d
X

T
dx X + cscty

ﬂ Essayez de résoudre
@ Déterminez B si:
dx

a Xxcosy+ycosx=1 b 3y=sinxcos2y

Remarque : La forme finale de la dérivée g_)’ ala dérivation implicite contient x et y. Pour cela,
X

on trouve des difficultés pour calculer la dérivée pour une valeur de x car on a besoin aussi de la

valeur correspondante de y qui est aussi difficile de la déterminer de la relation initiale.

Dérivation Paramétrique

S1 on représente 1’abscisse et I’ordonnée du point (x ; y) comme une fonction en troisiéme
variable t (qui est appelée parameétre) par les deux équations :

x =1(t) ety = g(t) o f et g ont le méme ensemble de définition.

Alorsles deux équations paramétriques représentent une équation d une courbe

E&Pﬁ Apprendre
De la courbe définie sous la forme paramétrique x = f(t) , y = g(t)

On a d_y = d_y X E = d_y : d_x ou f et g sont deux fonctions dérivables par rapport a t

dx dt dx dt dt

) d : . .
{Ej Trouvez d_y des courbes suivantes aux points donnés :
X

@)x=5t+3,y=162+9, t=5 b)x=3cos20,y=4sin360,0=2
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€» solution
8)x=5t+3 L y=162+9 Y = 334
dt dt
. cly:cly>< dt _ 32t et[dy] _39
ax dt dx 5 dx A=
b/ x=3cos206 %:3X—sm29><2:—6sin29

y=4sin36 %:4xcos39><3:12cos39
Ldy _dy .40 12cos36 _-2cos36

dx dO dx -6sin26  sin26

3 —2005% i
enB@=" alors - T - 2x_ 1 -4
4 dx sin 7L 42

2

Essayez de résoudre

@ Trouvez g—y des courbes suivantes aux point donnés
X
By s =(t+Dlt=-2) 4 YR+ 01-2) i
b/x=sec?6-1, y=tan0, 9:'3Tﬁ BV x=vy31-2 , y=«dtxl, t=2

Réflexion critique : Trouvez la valeur paramétrique z a laquelle la courbe

x=22:522-4z+12 |, y = 2z* + z - 4 admet une tangente horizontale et une autre
verticale.

Exemple

4 Déterminez la dérivée de (4 x> - 9x% + 5) par rapport a (3x% + 7)

> Solution
Posonsy =4x> - 9x2+5, z=3x2+7 alorsy=f(x), z=g(x)
Les deux fonctions f ; g sont dérivables par rapport a x sachant que X est un parametre pour

chacune des deux variables y et z

.". de la dérivation paramétrique on trouve que :

dy ' 12%2-18% d

= = = 0 --d._2_43—92 5]=2x-3
dz z' 6 x . o d(3x“+7) L4 X+ O] x

B Essayez de résoudre
@ En utilisant 1a dérivation paramétrique, trouvez :

a | la dérivée de x2 + | par rapport a ¢ x% - 1
b ' la dérivée de 4 8 + x? par rapport a X 7 enx =1
X +
¢ /la dérivée de x - sin X parrapporta | -cosx enx = %
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1 -1 Dérivation d’une fonction implicite ou paramétrique

Exercises 1 -1

Premierement : Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées :

@ Six2+y2=1, alorsd_yestégaleé‘i:

dx
a)x b) 1l g) -~ d .Y
q y y X
@Six2+y2:2xy,alorsd_yestégale€1:
X
@) -1 b 0 c) 1 d 2
@Siyz—ZJX =), alorsg_yestégaleé:
X
2y by x X d) !
a) <Y X c
¥x ?d v
@Six:2t2+3, y=48 , n=1 , alorsd_yestégaleé:
X
3 3
a 3 b ) g4 2 d/ 6

@ La pente de la tangente a la courbe x y2 =3 au point (3, 1) est égale i :

a -3 _b_% c% d%

Deuxiemement : Déterminez % dans ce qui suit :

©x2—4y2+7:0 ®x4+3y4—2:0 x2—2xy:5—y2
@x3+6xy:4y+3 @%+%:1 @xy+siny:5
@xsiny+ycosx:0 @Xcosccy:ycotgx@x2siny—yzsinx:9
@siancosZy:%

Troisiemement : Déterminez % des courbes suivantes aux points donnés :
©x=13-2t,y=4t2-41, t=4
@xzsinZ?IQ, y=cos27O, 6=
x:5+sec239, y=1-tn30;

@ Déterminez la pente de la tangente a la courbe ¢ 77y =3 x+ 1 au point (- % ; %)

@ Déterminez la dérivée de —— ! parrapporta ¢ 2x+1 enx=4
X

@ Déterminez la valeur du paramétre t a laquelle la courbe x = 26 - 5t + 4 t-9 , y = 2t* + n- 5admet:

a  une tangente verticale b une tangente horizontale.
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Siy=f(x)oily=x%+5x3 - 2x +3 déterminez la dérivée de la fonction f.

Pouvez — vous répéter la dérivation par rapport a x ? Pourquoi ?

La dérivation est —elle finie ? Justifiez votre réponse.

B.;g Apprendre

Dérivées successives

2 Siy=1f(x) ouf estune fonction dérivable par rapport a x,
alors sa premiere dérivée est y' = g_i = f' (x) et représente
une nouvelle fonction .

< Si la premiere dérivée est dérivable par rapport a x, alors sa

dérivée est di (:—y) et est appelée la dérivée seconde de la
X X

2
fonction f et représente une autre fonction noté y" = d_i =
dx
f"(X)
> Si on répéte la dérivation, on obtient la troisieme dénvée de
3
la fonction f et noté d_y , ete.
dx3

Les dérivées a partir de la deuxieme sont appelées les dérivées
successives et la nieme dérivée noté comme ce qui suit :
@_ d'y _ £0) R b . if
y = ra (x) ol nestun nombre entier positi
X
On remarque que :

2
1- d_y se lit 1a seconde dérivée de y par rapport a x
dx? ) dy

. d 2 .
2- 11 ya une différence entre = e (—) , La premier est la seconde

dx? dx

dérivée et la deuxieme est le carré de la premiére dérivée.

@ Exemple

@ Déterminez la seconde dérivée dans ce qui suit:

(aly=2x413x-5 () y = X*!

x-1
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1 -2 Deérivation successive

©» Solution
: 2
). y=2x4+3x-5,x€R R A A g2
dx dx?
by: x+1 x d_y _ x-1-(x+1) _ 0 P
x -1 dx (x-1)? (x - 1)?
d?y d ) 4
=2 = = (e ] = X #F 1
> dX[ (x-1)7] P
: dy d?y
c/'y=sm(3x-2),xeR e—- =3cos(3x-2 -9sm(3x -2
y ( ) " ( )dx ( )
(A y=y3x2 ,x>2 S -3 x>2
e y X H
X 2 dx  24/3x2 3
1
4y - Bt 2 x>2
dx? dx 44 (3x 2P
ﬂ Essayez de résoudre
@ Déterminez la troisieme dérivée dans ce qui suit:
(@)y=x4-2x2+5 (6) z=(2n-1)*

() f(x) = cos (2 x + ) d)f(x) =

Réflexion critique: Siy = sin a x, découvriez le modele de la dérivation successive puis trouvez
(25)
y

* 2
@Siy2+2xy:8, dén:nt)m:rezque:(::(er)ﬂJrZdy (dy):zero

dx? dx  \dx
@- Sollltlon
vy dnys 8, on dérive les deux membres par rapport a x
2y — 9y +2x ji +2y =0 on divise par2
(x +y) 5}’ +y=0 on dérive les deux membres par rapport i x

dZy dy dy,, dy
T == 1 —— ——0
x+y)—+=(1+ )+ ]

alors(x+y) dzy + 2 dx+(dy)2

ﬂ Essayez de résoudre

@ a ) Six?+ yz =19 ,  Démontrez que : j::; +(=L dy Y+l=
b\ . B 3 . d2 B 2
b/ Siy=tgx ., Démontrez que : E_2y(1+y)
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

Equations paramétriques :

Exemple

dzy

3 Six=2n%-5, y= 6n2 + 1 trouvez —2 ent=1
dx?
©» Solution
On dénve chacun de x ety par rapport au parametre t
X Y120
dn dn
by & &
Cdx dn dx
e T
dx  6n?
2
alorsgzi[Zn‘l]: —2n'2x£
dx? dx dx
2.1 -1 : n#0
n? 6n*  3n?
2
enn=1 ﬂ: L
dx?2 3

ﬂ Essayez de résoudre

@SIX_Z— | =g \ by

2 3
Déterminez —— dy dy £Y enz=2 \
dx? |
Sl L . . L \ 21N
Réflexion critique : la figure ci-contre indique les \ \: b

représentations graphiques desf (x) ; f'(x) ; f" (x) ou f est une

fonction polynéme. Déterminez la courbe représentative de

chaque fonction. / (; \

f 3
oy

Activite

En utilisant la logiciel geogebra ou autre logiciel, tracez les courbes représentatives des fonctions

suivante et leurs premiére et deuxieémes dérivées puis inscrivez vos notes.
a) f(x)=x3-4x2+12 b g(x):%x2+4

Est — ce que vos notes et votre décision au réflexion critique sont convenables ?
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1 - 2 Dérivation successive

Exercises 1 -2

Déterminez la troisieme dérivée dans ce qui suit :

®y2x5—4x3+3 @y: 2x

x+1
@y:sin(2x—7) @y:cos(ﬁ—3x)
@y:sinxcosx @yz# 2%:5
Répondez aux questions suivantes :
2
@Si3x2+5:2xy : Démontrezque:xﬂ+2£:3
dx? dx
2
Six2+y2:4 , Démontrezque:y3%—4:0
2
@Siy:3cos(2x+ n Démontrezque:%+4y:0
2
@Sixy:sinxcosx , Démontrezque:xg+2£+4xy:0
dx? dx
3
@Siy:xsinx , Démontrezque:xd—y+xd—y+2y:0
dx3 dx
@ S = REe K , Démontrez que:yﬂJr(d—y)z:yz By*<2)
dx? dx
2
@Sid—y:2x—3,£:x2—l, Déterr.r:tinez:d—y cnxi=2
dx dx dz?

2
@Six:3n2—l,y:n3+2 . Déterminez:% enn=4

@Six:“l,y:z_l : Déterr.r:u'nez:d—y 5 B =)
z-1 z+1 dx

2
@Six:secz,q/y =tanz , Démontrezque:%zZ
X
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érivation des fonchons expori
_!pelles et Iogcmthmlques

vy 1.3

il

Définition : La definition du nombre e par la relation :

La fonction exponentielle de base le nombre népérien

Elle est une fonction dont la base est e,

fx)=e*, x> R

{(1], e

- (%] [#4]
1
P

. A

[
S

Remarquez

L’ensemble de définition f ot f(x) = €* est ¥ et son ensemble

1mages est | 0, o [
La courbe de la fonction passe par lespoints (0, 1)et(l, e)

f(x) = e* est une fonction injective admet une réciproque qui est

appelée fonction logarithme népéren.

On utilise le symbole exp (x) pour tracer la fonction f dans un »

logiciel.

o0 1 2 3
5) eXZEX_.Zl-i-%—i-%-F%-F ...... 00
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% Apprendre |

Dérivation des fonctions
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Dérivation des fonctions
logarithmiques
Dérivation
logarithmiques

Dérivées successives des
fonctions exponentielles
Symbolisez les

problémes
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SN AN FIRS

1N

Dérivee

Dérivation en chaine
Premiére dérivée
Dérivation
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Fonction logarithme népérien

Elle est une fonction logarithmique de base e , f(x)=Inx , xe i’

Remarquez:

by

1) L ensemble de définitionf o f(x) = Inx est E* et son V= e ‘77’ 7

ensemble images est / i <
2) La courbe de la fonction passe par les points (1; 0) et (e ; 1) : ){ e

= "' --_.—l-

3) Elle est une fonction réciproque de la fonctiony = €* 2 % a-"’c\i Inx
4) On utilise le symbole In (x) pour tracer la fonction dans F‘z/l ){ - — =

un logiciel. i B
5) Pour déterminer une valeur approchée de ln 10, on doit g

taper les clés: lim In*=oo
Start ~ () (1D (@ & prieen

On trouve que In 10 = 2.302585093 & 9 décimale prées. xino Inx= -0
Propriétés de logarithme népérien @~ R gisas:

Lelogarithme népérien ales mémes propriétés dulogarithme

déja étudiées.

___] Puissanceou | _
logrithme

SixelRr, yeR, ae R - {1} alors: ‘? i i
1) laformelnx =y est équivalant i la forme ¥ = x P y: :
Lol y=Inx

2) JIX = X 3) Ine =1 i i

i---p--- Base -«—!
4) n1 =0 5) logx= lln—x (propriété du changement de la base)

a na
Pourtout x , ye " ,na R
6) nxy =lnx + Iny 7) hX =lnx -lny
y

8) Inx" = nlnx 9) Inx xlne = 1
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

Apprendre

La dérivée de la fonction logarithme népérien

Si f(ix)=e* alors f'(x)=e*

d | 2x , 3x?
E (eX) — T + T + T ...... 00
x o x2  =

I
L4/}
o

Exemple
P La dérivée de la fonction logarithme népérien

(1) Déterminez la dérivée premiére dans ce qui suit:

8 ) y=x2+3ex b y=x3 ex c y:)?fj
> Solution
a -_-y:x2+36X d_y :2X+3i(ex):2){+3ex
dx dx
d d d
p)y=x3¢et _y: 3 nl PR x b 3
y=Xx"¢ = de(e)+edx(x)

=x3eX + 3x2eX=xteX(x + 3)

D)L ey 2 L x+1)
_ dx dx

c ._.yZZc" _.d_Y_ _ _ 2xe*
x+1 dx x+1)2 (x +1)
ﬂ Essayez de résoudre
. . dy L
@ Déterminez = dans ce qui suit :
X
eX
= X b AP, c =
a)y = 2¢*+cos 2x ¥ = %ginx y = e

Reflexion critique : Quelle est la relation entre la pente de la tangente de la courbe y = e*a un

point quelconque de la courbe et 1’ordonnée de ce point ? vérifiez votre réponse.
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1 -3 Dérivation des fonctions exponentielles et logarithgeques

R gt

Dérivation en chaine

Si z est une fonction dérivable par rapporta x, f(z) = e? alors : ey (&%) =€ s T=

2 kK F o - = - -
@ Déterminez la dérivée premiere dans ce qui suit :
la) YhEs eSx +5 (b) y= 3eSec X (e)
y= (e3x B e—Zx)S

©» Solution
a e e3)12+5 d_y — e3)1?‘+5 % d_ (3X2 " 5) - 6x e3)1?‘+5
dx dx
_b:.. — S5ec X - e sec X _u — sec X
by = 3¢ ok 3% & e (secx) = 3¢ secx tan x
©) .y = (- g_y = 5" - g [B4 T
X
ﬂ Essayez de résoudre
@ Déterminez g_y dans ce qui suit :
X
la) y=2x + % b)y= % e’ "X (e
y= (eZX + e—Zx)3
B
Apprendre
“s BP —» 3 = ¢/ —» a=elm
Dérivation de la fonction logarithmique de base a *
Ina=ylne
Si f(x) = a* alors f'(x) = a*lna ¢
Remarquez que a = ¢* (des propriétés de logarithme) —2 s
oa¥= [elna\]x = exlna
alors % (a%®) = % (eXlna) = exlta »]pg = a% xlna
aAnéa . l Zy — JZ . E
en générale : ix (a¥) = a* Ina i
@' Exemple
Dérivation de la fonction exponentielle
@ Déterminez g_y dans ce qui suit :
X
ay — 5 x 6% b ¥ = B (3x2— 5% +2) c = esinx o 9 -5x
©» Solution
@) y=5x6 S Y54 (692 54 6% In6
dx dx
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

by = 33x2 - 5x+2 Ly (6x - 5) % 30x2-5x+2) » 1 3
dx
B = i e - dy _ 5 d -5 5 d "
Gl - esmxx25x o8 esiox 4 g -5x +2( X}_esmx
Y dx dx( ) dx

— e SIX [_5 % 279X [ 2] + 279X [e52X o5 x]

275X g SinX [y 273 4 cos x]

ﬂ Essayez de résoudre
. ; d .
@ Déterminez d_y dans ce qui suit :
x

a y:5x2+2x b yzzseczx c y:eZX 2 -5

Iﬂﬂ; 1 Apprendre

Dérivation de la fonction de logarithme népérien

Si f(x)=Inx, x>0 alors f'(x)=-L
X

Remarquez que lafonctionlogarithmique estunefonction réciproque delafonction exponentielle

Si y=Inx alors x — ¢’ (1)
On dérive les deux membres de la relation (1) par rapporta x ] sl g—y 2)
X
dy _ 1 1

De(1)et(2): on obtient =L = c’est-a-dire: 4 (Inx)=—
dx dx X

X

(P Exemple : o o B
P Dérivation de la fonction de logarithme népérien

(4 ) Déterminez la dérivée premiere dans ce qui suit:

\ Inx-1
a)y=3x +lnx b)y=(2x-3)Inx(c, o
Inx+1
» Solution
By = %o Tnx A A g g L
X dx X
b):-v — (755 _ L4y 5 ayd d he5
s = 3)Inx s 2x 3)dx(lnx)+ (Inx) i (2x? -3)

=(2x° - 3) x Ly 10x*lnx
X

= Li@2x5 - 3) + 10x°h x]
X

(lnx+1(-Lx)]nx-1)xL
Inx-1 dy x X

CIlnx+1 Cldx (lnx +1)2 x(Inx+1)>2
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1 -3 Dérivation des fonctions exponentielles et logarithgeques

W

ﬂ Essayez de résoudre
@ Déterminez g_)’ dans ce qui suit:
- X 1 = 2Inx

a .Ify =5-3Ix b 'y =x2Inx Cy=
In x

Reflexion critique : Quelle est la relation entre la pente de la tangente de la courbe y =In x aun

point quelconque de la courbe et 1’ordonnée de ce point ? vérifiez votre réponse.

Dérivation en chaine

< Si z est une fonction dérivable par rapport a x , f(z) | 1op - 0 = L iz

o dx 7z dx

@ Six<0, alors:l[ln(—x)]:Lx-lzi
dx -X X

P l e 1
< n général T [lnlxl ] = g pour toutx # 0
p % (Inlzl ] = % ot z est une fonction dérivable par rapport a x.

{5 Déterminez -4 dans ce qui suit:

a2 dx <2
@) y=1n(2x3+9 (b)y=x4n= (e)y=1

y=In( ) Wk A =T

©» Solution
@ y=met+9) T ot o9 X
& e T e N g 219
b Vo X Tipx 3 d_y = x4i(lnx3) + In xgi(x“)
dx dx dx
— x4 x L x 3x* +Inx® x 4%3
2

3x3 + 4x3Inx® = ¥ [3 + 41nx%]

. X2 x+7  E+DEx) -x*x1  x+14
c = (111 ) = ey X =
dx x+7 X (x+7)2 xx+7)

B Essayez de résoudre

@ Déterminez g_)’ dans ce qui suit:
X

@y =k (7* - 3) ®)y = 2x2Inx3 @y -
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Unité 1: Differentiation et ses Applications

Apprendre

Dérivation de la fonction logarithmique de base a

S1 f(x) = logx ,alors f'(x) = L
a xlna
In x
R TSEIRN. . (¢
q ( og X) = dx na ln — & [ ] ol — Rappel
Des proprieties de
Alors (logx) =1 loge logarithme
In x
| dz logx = ——

i3 —(logz) = . = g

En général dx g zlna  dx a Ina
Ina xloge=1
Dérivation de la fonction de logarithmique 2
Exemple
(6) Déterminez cdl_y dans ce qui suit :
% :
aly = logx bly=1log@x-2 C)y=log(2x - 3)2
3 5

©» solution

al"y = logx .'.d_y:lx - !

3 dx X In3 xln 3
dy 3
b)-y = log (3x -2 o =
y = log Ox -2) x (x5
).y = 2log2x - 3| A 0, 2O 4
dx (2x - 3)In 10 (2x - 3)In10

L) Essayez de résoudre

@ Déterminez la pente de la tangente des courbes suivantes aux valeurs de x données:

a'y = log 5x . =2 by =

2
= log (2x2 - 3)4
2

Exemple

x =1 dy:

4log 3x + 1),
3 (log x)*

x =1

o X 23

(7) Applications géométriques: Si AB estune tangente ila courbey = In % aupointC(1; y)

et coupe 1'axe des abscisses au point A et 1'axe des ordonnées au point B. Déterminez la

longueur de AB
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1 -3 Dérivation des fonctions exponentielles et logarithgaques

e

©» Solution
Pour déterminer la longueur de AB | on suit le é?_::ﬁon dfe la —rm’iﬁi’!ﬁim—» lon%eur
diagramme ci —contre AR tangente A B
La pente de la tangente a un point quelconque ; 1 y 4
d—y - _]' X2 A L = L / /’
Xm . X 2 X % A ‘/ .
.© AB estune tangente a la courbe au o A x
point C(1; y) B/
Alors y = ln% = -n2 c’est-a-dire ¥ A:?; In (ED
C(1l, -1n2) eten ce point J [ -

g_y =1, et]'équation de la tangente AB en Cest:
%

y+Hn2 = x - 1
.© AB coupe I'axe des abscisses au point A A +In2, 0)
et coupe 1'axe des ordonnée au point S B0 g - 1)

Alors (ABY2 = (1 +In2)? + (1 +In2)?2 .. AB=42 (1 +1n2)

E Essayez de résoudre
@ Sila normale a la courbe y =In 2x au point A (1 ; In 2) coupe 1'axe des abscisses au point B

Déterminez la longueur de AB a trois décimales pres.

Applications de mathématigues,

Dérivation logarithmique
On peut représenter une relation sous forme logarithmique par calculer le logarithme népérien
de deux membres de la relation et on utilise les propriétés de logarithme pour simplifier la forme

avant de faire la dénvée.

N ; d o
{8} Déterminez d_y dans ce qui suit:
"‘ X

Exe mple

ﬂ v = (a2 o« 5)F b y: = Jeinx] B
©» Solution
) y=(x3+5F On calcule le logarithme népérien de deux

membres de la relation
S.olny=xIn x3 +5) On dérive les deux membres de la relation

parrapporta x

R x3+5)+ = x3x2 On mutiplie les deux membres x y = (x3 + 5)¥
y dx x3+5
3
LY B 3+ 9)]
dx %45
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b) . y = [sin x]tasx On calcule le logarithme népérien des deux

membres de la relation

Iny = tanx In sin x On dérive les denx membres de la relation

par rapport a x

id_y_ tan X x —(lnsmx) +Insinx x —(tanx)
y dx dx dx

sin X

x cosx +Insinx x secx

coS X Sin X

= 1 + sec’kx logsin x On mutiplie les denx membres > y = [sin x]ta0*
[=]

X

ﬂ Essayez de résoudre

Déterminez g—y dans ce qui suit :
X

a y = x2x b__. y = (sinx)x c y2 = 3x x 2y

(9) Vérification.d’une relation.; Si y = ¢ 11+: ot -1 >x > 1

, Démontrez que:
(1-x)y=x2y

©» solution

N R 11 J_r: on calcule le logarithme de base e des deux membres

oy = lne® + L R
2 l1-x

Iny = -x + %[111(1 +x) -ln(l - )]

on dérive les deux membres de la relation par rapport a x

b s 1. -1
;xy_ L+ 2 [1+x ]
y'o 1 x+1+x
Y oo, 1 _ l+xPel
y l- LK%
. x2
RA 7 Dll-x2)y's 2ty
y I=x

ﬂ Essayez de résoudre

@Siy:ae? ,Démontrez que : xyy" + 2yy' - xy2 =0
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Exercices 3 -1

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées
@ Si f(x) = ¥, alors f'(x)est égale a :
X

a & b | 3¢&3x c ) 9¢3x d ) 3¢2x
@ Sif(x) = ae*, alorsf'(-2) est égalea:
a)-f(2) b)-f'(2) c)-f(-2) d f(-2)

@ La courbe de la fonction f(x) =1 + In (x - 2) estlaméme courbe de la fonction g: g (x)=Inx

smivant la translation:
al(l;2) b)(1; -2) e)(2; 1) d2; 1)

@ Le rapport de la pente de la tangente a la courbe y = In 3¢/ x +1 etla pente de la tangente a
lacowrbe y=1In5¢/x+1 en x=a est

a'3:5 b)5:3 cll:1 d/ln3:n5

Déterminez la dérivée premiére dans ce qui suit :

@ ¢ = 3x° @y: X2 -x @y: (3%-1)2
y2:e5"2'3 @y:]n(Zx—T) y:ln(%xzﬂ&)
@ y =ln ;f_f @y: x%1In x @y: 10§(4X+9)2
@ y :lg:; (L—'Dy:seceX @yzZe“—Slog%

Déterminez la pente de la tangente de chacune des courbes suivantes
aux valeurs données :

{by::./Y—ZeX ,x:%
y:x2—3lnx ViRo= 2
@y:%ezx—Zlnx ,x:%
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Déterminez % dans ce qui suit :

@ ye* = ¢ @xlnyzSS @y:xsm
@ y:eex @y:exe @y:x?

2
Déterminez Y | Y dans ce qui suit :
dx = dx?
@ x=¢er | y=1

2

)

6lnn, y=n

¥
I

Répondez a ce qui suit :
3

SI y = x2In X | Déterminez ﬂen x =4
a dx?

)
@Siy = Jizj , Démontrez que (x* - 1)y' + 2xy = 0

Déterminez les valeurs de x auxquelles la tangente ala courbe y = 9x3 - 8ln x est paralléle

al’axe des abscisses.

@ Déterminez 1’ équation de la normale a la courbe y = 3e™ a un de ses points dont 1'abscisse

est égale a -1
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Réfléchissez et discutez

Quand une plaque métallique circulaire se mets sous 1'effet d'une source de
chaleur pendant une période de temps (t) secondes
- Lalongueur de son rayon (r) est — elle changée
en fonction du temps (t) ?

- L'aire de la plaque (A) est — elle changée en
fonction du temps (t ) ?

- L'aire de 1a plaque (A) est — elle changée en

fonction de la longueur du rayon (r) ? vénfiez

votre réponse.

Remarques :
1- Les deux variables (A) et (r) changent en fonction du temps (t)

(fonction au temps) et sont liées par la relation

A=71? d’ ot : A=1(1)

2 - En dénvant les deux membres de la relation précédente par rapport
au temps, on obtient une nouvelle relation entre les dérivations lié
au temps d eux qui appelée I’ équation de la dérivation lié au temps

T
3 - Le taux est positif sila variable crois et négatif si la variable décrois

en augmentant le temps.

Orale : quel taux est — 1l positif ?
( se dilater — se contracter — approcher — €loigner — verser - couler

— se fondre- accumulation — diminuer — augm enter)

Exemple

@ Le taux d’augmentation du volume d’un ballon est 8 7 cm 3 /s sl

gonfler un ballon

remplie de gaz quand le rayon est 4 cm. Déterminez en ce moment:
(a) le taux d’augmentation du rayon.

b Le taux d’augmentation de 1'aire de la surface.
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€» Solution
Soient le volume du ballon (V) , son rayon (r)et son aire (A ) des fonctions dérivables par
rapport 2‘1 t:

a V= }I r*  on dérive les deux membres par rapport au temps
dv 4 70 %302 8 = ggrp2 40 1)
a3 dt dt
: (ti:l_‘t? = 8 7T cm?/sec , r = 4cm par la substitution dans I’ équation
. 8 7T = 4 (4)? e alors ol cm/sec
dt dt 8
b/ A=47m1* ondérive les deux membres par rapport au temps
98 _gpxor Sogm O @)
dt dt dt
% = % cm/sec , r =4 cm par la substitution dans I’équation
; E_ 8T x 4 x L = 471 cm?/sec
dt 8

ﬂ Essayez de résoudre

@ Le volume : Un cube se dilate par la chaleur, Sile taux d’augmentation de son aréte est 0,02
cm /s et le taux d’ augmentation de son aire est 0,72 cm?/s pendant un moment quelconque.
Déterminez la longueur de son aréte en ce moment et le taux d’augmentation de son volume
en ce moment .

Exemple Mouvement de I'échelle

(2) Une échelle de 250 cm de longueur s appuie contre un mur
vertical. L'extrémité supérieure de 1’ échelle se glisse avec un
taux de 10 cm/s quand I" extrémité inférieure esta 70 cm du mur.
Déterminez :

a  [e taux d’éloignement de I’ extrémité inférieure de 1" échelle.
b | Le taux de variation de 1’angle entre 1’échelle et le sol.

©» Solution
a | Soient: yladistance entre ]’ extrémité supérieure de 1’ échelle
et le sol, x est la distance entre 1’ extrémité inférieure de

I’échelle et le mur,

Du théoréme de Pythagore x% + yz = (250)2 (1)
On dérive les deux membres de |’équation par rapport au temps
2xd_x+2ydy—0 ax . ¥ oy 2)
dt dt dt x dt
: : _ 70 cm

.- L'extrémité supérieure se glisse vers le bas, alors y diminue

: d_y:_ 10 cm /sec
dt

En x =70 cm et d’ équation (1) on trouve que : y = 240 cm

par la substitution dans 1’ équation (2) on obtient : ili_)t( =- 27%0 -10 = 240

alors 1’extrémité inférieure de I’ échelle éloigné du mur avec un taux de ==—

cm/sec

240

7 cm /sec
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‘b Soit 6 la mesure de 1’angle d’inclinaison de 1’ échelle au sol

sin 6 = % on dérive les deux membres par rapportau temps
.'.cosQﬁ:Lﬂ mais dy =- 10 cm/sec en x = 70 cm
dt 250 dt¢
70  d6 _ 1 . de _ 1
250 < dt _250x—10 ..W_—7radfsec

alors la mesure de I'angle diminue avec un taux de % rad /s

ﬂ Essayez de résoudre
@ Mouvement d’une échelle : Une échelle repose par son extrémité inférieure a un sol
horizontal et par son extrémité supérieure a un mur vertical. Si I'extrémité inférieure

s €éloigne du mur avec un taux de 30 cm/s, déterminez le taux de glissement de I’ extrémité
/A

supérieur quand la mesure de 1’angle d'inclinaison de 1'échelle au sole est égale a 3
Réflexion critique : Une fusée de masse 15 tonnes estlancée, sachant que la taux d’ échappement
du carburant briilé est constant et est égale a 200 kg/s, trouvez la masse de la fusée 30 secondes

apres le lancement

Remarque importante : Si x, est la valeur initiale de la variable x (en t = 0) , d_x est le
taux de variation de x par rapport au temps, X est la valeur de la variable aprés un temps t,
dx

alors:x =x, + —— xt
dt

: 7 ; i3 o : dm 5 v
Dans le point de la réflexion critique, utilisez la relation m = m, + = x t pour vérnfier votre

réponse.

Exemple

Aire

{?} Les longueurs des c6tés de 1’angle droit d’ un triangle rectangle sont 12 cm et 16 cm. Si la

longueur du premier c6té augmente avec un taux de 2 cm /s et la longueur de I’ autre diminue
avecun taux de |l cm / s.

.a Déterminez le taux de variation de I’aire du triangle aprés 2 secondes A
b ) Quand le triangle devient — il isocele ?
©» solution y. =16 cm

‘a Solent x et y les longueurs des c6tés du triangle

apres (t) secondes, x ; y ; A sont des fonctions au ﬂ - lem/s ¥

temps: t

Lx=12+2t , y=16-t x
A=Llxxy=laz+2mae-n de C
A=(6+1)(16-1) <7 2emis L=12em
on dérive les deux membres par rapport au temps

2SS (6+0x-14(16-0=10-2 tem¥s

Ent=2s .". Le taux de variation de 1 aire du triangle = 10 - 2 (2) = 6 cm?/s
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W4

b)enx=yonal2+t=16-t A

alors aprés% s, le triangle devient isocele

ﬂ Essayez de résoudre

@ Volume: Un corps métallique a la forme d’un parallélépipede rectangle de base carré. La
longueur de la base augmente avec un taux de | cm/min et la hauteur diminue avec un taux
de 2 cm / mn. Déterminez le taux d’ augmentation de son volume quand la longueur du c6té
de la base est 5 cm et la longueur de la hauteur est 20 cm, dans combien de minutes le taux
d’augmentation du volume du parallélépipede s annule ?

") Exemple
P Longueur de |'ombre

4 Un homme de 1,8 métre de taille s’approche d 'un poteau électrique avec un taux de 1,2 m/
min. Sila hauteur de la lampe est 5,4 m de la terre, déterminez :
a | e taux de variation de la taille de I’homme.
b | Le taux de variation de la distance entre la téte de I'homme et la lampe quand I homme

est a la distance de 4,8 m du poteau.

€» Solution

Symboliser le probléme : Dans la figure c1 — contre AB

est le poteau, le point A estlalampe, DE estl’homme et
le point C est 1'extrémité de I’ombre de I’ homme, alors :

x = EB la distance de 'homme a la base du poteau .

y = ECla longueur de I'ombre de 1’homme.

M = AD la distance entre la téte de ' homme et la lampe.

Premiérement: " AABCA~DEC
AB _ BC _ 54 _ x+y

DE EC 18 y
alors 2 y=x on dérive les deux membres par rapport au

temps
iy . 4% alors iy :£:—0,6métre;’s
dt dt dt 2

Deuxiéemement : dans A D O rectangle en (O)

M2 = x2 + (3,6)? on dérnive les deux membres par rapport au temps t
oMM _ox 4% 4x=48A  f=6m
dt dt
M _dgx-12 c-a-d. M = 096 matre/sec
dt Dt

ﬂ Essayez de résoudre

@ Construction : Un tuyau de I'eau d'extrémités A et B et de longueur 5 metres, repose par
I’ extrémité A sur un sol horizontal et par un de ses points D sur un mur vertical de 3 méetres de
longueur. Sil’extrémité A se glisse éloignement du mur avec un taux de 2 m/min. Déterminez

4
le taux d’abaissement de 1’ extrémité B quand I’ extrémité A arrive au sommet du mur.
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Exemple Aire

;75 Deux c6tés d’'un triangle dont les longueurs augmentent avec un taux de 0,1 cm/s et la
mesure de 1" angle compris entre eux augmente avec un taux de L radss. par quel taux 1’aire
du triangle varie-t- elle au moment oti la longueur de chaque cété est 10 cm?

@ Solution
Symboliser le probléme : posons que dans un moment t
leslongueurs des c6tés du triangle sont a et b , la mesure de
I’angle compris entre eux est @ rad , A est]1 aire du triangle
et sont tous des fonctions dérivables par rapport au temps t

OﬁA:%ab sin 6 on dénve les deux membres par
: C Lz
rapportat da—db—01cm!sec B
.%:Labi[siﬂc]+lsiﬂ9i[ab] de dt
dt 2 dt 2 dt
%:%abcosc%+%sm9[a%+b ‘31_?] (D
i OB Y gy, 88 ol
dt dt dt S

Au moment au la longueur de chaque c6té est 10 cm, le triangle est alors équilatérale
Alorsm(/ 6) = % ,cos 0= % par la substitution dans1’équation (1)

L4A 1 1. 1. 1 +3 A
..T_2><10><10><2x5+2><T[2><10><10]

=5+ g ~ 5866 cm? /s
Alors en ce moment 1" aire du triangle augmente avec un taux de 5,866 cm? /sec
E Essayez de résoudre
® Aire : ABC est un triangle rectangle en C. Son aire est constante et est égale a 24 cm?. Si le
taux de variation de b est 1 cm / s, trouvez le taux de variationde a et dem ( A) quand b

est 8 cm.
Réflexion critique : Si x (est la mesure de 1’angle en radians) augmente avec un taux constant,
Expliquez pourquoi de?
‘a sinus et tangente cet angle augmente de méme taux enx=10
b | tangente de cet angle augmente d’un taux de 8 fois du taux d’augmentation de sinus en X = %
"¢ cosinus de cet angle diminue avec un taux dc% fois du taux d’augmentation de tangente en X = %

¢ Exemple

lien a la physique

ff;_*’ Dansun circuit électrique fermé si V est Potentiomeétres (en volte), I est 'intensité du courant
(en Ampere), R est la résistance (en Ohm). Sile Potentiométres augmente avec un taux de
1 volte/s, et 1a 1'intensité du courant diminue avec un taux de % Ampere/s , trouve le taux de

la résistance quand V = 12 voltes et [ = 2 Amperes .
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» Solution

On sait que V=1xR on dérive les deux membres par rapport a t

'.d_V:IE+R£ VT'
dt dt dt I=
i—‘;: 1 volt / sec, %: —%Amperes /sec @
.Env=12volts, I = 2 Amperes alors: R= %:12—2: 6 ohm _“NAN"_
Onaura1:2><%+6><—% .'.£:2ohm;’sec

C’est-a-dire le taux de la résistance en ce moment est 2 ohm /s

ﬂ Essayez de résoudre
@ Dans 1’exemple précédent, calculez le taux de la résistance si I'intensité du courant augmente

avec un taux de % Ampére/s.
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o 3 Exercises 1-4

Choisissiez la bonne réponse parmi les réponses données :

@ Si le rayon d'un cercle augmente avec un taux de & cm/s, alors le périmétre du cercle

VA
augmente en ce moment avec un taux de

.\& i cm/s j b_\' 2 em/s (€ 1 cm/s d) 8cm/s
T 4 &
@ Un cube de glace se fond en conservant sa forme avec un taux de lcm?/s, alors au moment
au son volume est 8 cm3, le taux de variation de sonaréte est.. ... cm/s
a).L b L (c) .1 (q) L
12 12 6 6
< 7 _ 13 Cdx 1 v @ _ dy
@ Un corps se déplace sur la courbe de y“ = x” | s1 =3 unité / seny = - 1 alors F en ce
X
moment est égalea ... unité/s
3 W = 3 = 3

@ Si la pente de la tangente de la courbe y = f(x) en un point quelconque = % et I’abscisse de
ce point diminue avec un taux de 3 unités / s, alors le taux de variation de son ordonnée est
goal & .., UNItES S 8
(2 . L b).3 c)l
& : 2 & <

Répondez aux questions suivantes :

=3
2

@ Un point se déplace sur la courbe d’ équation x2 + y? - 4x + 8y - 6 = 0. Si le taux de variation
de son abscisse par rapport au temps au point (3 ; 1) est égal a 4 unités/s, trouvez le taux de
variation de son ordonnée par rapport au temps.

@ Une pierre tombe dans un lac calme qui fait des vagues circulaires. Si son rayon augmente avec
un taux de 4 cm/s, déterminez le taux de variation de I'aire du vague a la fin de 5 secondes.

@ Une plaque a la forme d'un hexagone contracte a cause du frios. Si le taux de variation
de son aréte est 0,1 cm/s , déterminez le taux de variation de 1'aire de la plaque, quand la
longueur de son aréte est 10 cm.

Une masse de gazes dont la température est constante. Le volume des gazes diminue avec
un taux de 2 cm?/s. Si la pression est inversement proportionnelle au volume et la pression
est 1000 gp/cm? quand le volume est 250 cm?. Déterminez le taux de variation du volume
par rapport au temps quand le volume est 100 cm?.

@ Le gaz s’échappe d'un ballon sphérique avec un taux de 20 cm?/s.
Déterminez le taux de variation du rayon du ballon au moment au le
rayon est 10 cm, puis trouvez le taux de variation de 1" aire extérieur du

ballon au méme moment.
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@ Une échelle de 5 m de longueur s appuie contre un mur vertical, et se repose par I’ extrémité
inférieur sur un sol horizontal. L'extrémité inférieure de I’ échelle s’éloigne du mur avec un taux
de 4 cm/mn, quand I’ extrémité supérieure est a4 m du sol. Déterminez le taux de glissement de
I"extrémité supérieur de I échelle, puis déterminez le taux de variation de 1angle entre I’ échelle
et le sol en se moment.

@ Un ballon monte d un point A de la terre et un dispositif de localisation se

trouve au point B qui est a 200 m de A et de méme niveau horizontal de

A. Dans un moment I’ appareil inscrit1’angle d’élévation du ballon qui

-

BaESy i
était% , etil augmente avec un taux de 0,12 rad/mn. Déterminez le taux ﬂ" e

d’ élévation du ballon en ce moment.

@ Un homme de 180 cm du taille s’éloigne de la base d'une lampe
de 3 m de hauteur, avec un taux de 1,2 cm/s. déterminez le taux
de variation de la longueur de l'ombre de '’homme. Si la droite
passant par la téte de ’homme et la lampe est incliné a la terre
par un angle de mesure 6™4 quand 1’ homme est 4 la distance de

x m de la base de la lampe. Démontrez que x = % cotg O, puis
déterminez le taux de variation de 6 quand I’homme est a distance
de 3,6m de la base de la lampe .

@ Un triangle isocele dont 1a base est 204/ 3 cm . Si chacun de deux c6tés diminue avec un
taux de 3 cm /h, Déterminez le taux diminution de son aire au moment a la longueur de
chacun de deux c6tés est égale a la longueur de sa base .

@ Lien a l'industrie : Si 11 production quotidienne d’une usine pendant une période du temps
t, est déterminé par la relation y = 400 (1 - e9-3%) Unités. Déterminez le taux de variation du

nombre des unités produites par rapport au temps pendant le dixiéme jour.

@Application de la vie : Si la production d’une ruche

d'abeille est définie par la relation :

y = (n+ 100) In (t + 5) en fonction du nombre de jours n.
Déterminez le taux de variation de la production de la ruche
en t= 5, t =15 eten t = 20. Est-ce que la production

du mille augmente (ou diminue)?

A

@ ABCD est un trapeze tel que DC // AB : sa
hauteur est égale a 3cm, DC = 5cm; le point M se
deplace sur la demi—droiteﬁ de vitesse 4,8 cm/s
du point B. Trouvé le tauxde variation de I' aire du
triangle MNB. Au moment tel que MB = | cm

D
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¢ Comportement d’une fonction

et etude de la courbe

A partir de la représentation graphique de la courbe d” une fonction, vous pouvez déterminer ses intervalles
de monotonie (croissante, décroissante, constante), savoir les valeurs maximales et les valeurs minimales
de la fonction et quelques propriétés de cette fonction. En utilisant un logiciel de graphisme, vous pouvez
dessiner la fonction et étudier son comportement. Cependant, ceci n’est pas toujours disponible.

Dans cette unité, vous allez savoir plus de techniques dans le dessin de la courbe de la fonction a partir du
calcul différentiel et en utilisant les dérivés de cette fonction (premiere dérivé et deuxieme dérive) pour
déterminer ses intervalles de croissance et décroissance, les valeurs maximales et minimales en fonction
de la valeur x (valeurs maximales et minimales relatives) et les valeurs maximales et minimales absolues
d’une fonction continue sur ]a; b[ et la convexité de la courbe de la fonction (vers le haut et vers le bas)
ainsi que I’étude de quelques applications pour trouver les valeurs maximales et minimales afin de vous
aider 2 modéliser et résoudre les problemes mathématiques, physiques, et vitales.

[ 9 Objectifs de l'unitéw

A l’issue de cette unité, I’éleve doit étre capable de :

£+ Utiliser la dérivée premiere pour étudier la £ Trouver la relation entre la courbe d’une

croissance et décroissance d une fonction fonction et la dérivée premiere.

dérivable £+ FEtudier le comportement d’une fonction (la
t+ Déterminer les valeurs maximales et minimales monotonie, valeurs maximales et minimales a

relatives d’une fonction dérivable ’aide de la dérivée premicre

£+ Déterminer les valeurs maximales et minimales + Etudier les courbes des fonctions polynémes et
absolues d'une fonction dans un intervalle dérives.

es, les points d’inflexions




Vocabulaires de base

Fonction croissante Valeur minimale relative convexité

Fonction décroissante Valeur maximale relative convexité vers le haut

Valeurs maximales et Valeur extrémale relative convexité vers le bas

TR

Valeur extrémale absolu

Fin

minimales point dinflexion
Valeurs extrémales

Point critique

g Lecons de I'unité w ? Aides

-

Lecon (2 - 1): Croissance et décroissance des fonctions. ‘“'l' pédagogiques

Lecon (2 - 2): Valeurs maximales et minimales (valeurs exrémeles).
Lecon (2 -3): De la courbe Etudie.
Lecon (2 - 4):

¢ Calculatrice scientifique

I ) o ¢ Logiciels de graphisme
Applications sur les valeurs maximales et minimales.

Organigramme de l’unité)

Application de la dérivation

!

Comportement de la Etudier de f'

étude la courbe
fonction
 J l

Etudier de f"  —» convexité de la
courbe

. !

Croissance et décroissance des fonctions

i 4

Valeurs maximales et minimales relatives

}

points diVinflexion

- & o Valeurs maximales et minimales
+ . ' g i_«g?':\ absolue
' y e . =
[ ‘:‘:&?;‘% —— +
.h\fpplications e ——

Géométrique vitales

physique




PR

-
=
4
~

FALSEFIEN

) Aapprendre

Utilisation de la
dérivée premiére
pour déterminer
les intervalles

de croissance et
décroissance d’'une
fonction.
Applications de la
vie sur les intervalles
de croissance et
décroissance d'une

fonction.

Vocabulaires
de base
Fonction croissante

Fonction décroissante

= Aides pédagogiques

Calculatrice scientifique

Logiciels de graphisme

J

Etude de la monotonie

d’une fonction

Trouver f' (x)

|
Résoudre I’équation

def'(x) =0
1 . :
Etudmrlesxgne de
f'(x)

o N
f'ixm) < 0 f'(x) >0
| |
fest f est
décroissante croissante

138

YRéfléchissez et discutez

Les figures suivantes montrent les courbes

des fonctions f et g o

fx)=x2-2x-1, -\ ¥ =
g(x) = x3 - 3x -I‘°1 2/ 3 4 |
< Détermmezlesintervallesde croissance :

et décroissance de la fonction f -‘“ (i"{_::)\ = X2« 2x«1)

2 Trouvez la dérivée premiére de la
fonction f puis étudiez le signe de f'(x) pour les valeurs de x
appartenant a 1'intervalle de croissance

< Etudiez le signe de f'(x) pour les valeurs de x appartenant a
I'intervalle de décroissance

A
Répétez les étapes précédentes pour . 2
déterminer le signe de g'(x) dans les 1
intervalles de croissance et décroissance de | I I X
la fonction g. Que pouvez-vous déduire ? '!I T N ] I: 1
Quel est la nature de 1'angle que fait la =2

tangente dela courbe aux points d’abscisses "l gx) = x3-3x |

X dans les intervalles de croissance avec la
direction positive de 1’axe des abscisses ?

Eﬁ.ﬁ A apprendre

Etude de la monotonie d’'une fonction a l'aide de la dérivée premiére

Soit une fonction f dérivable sur]a, b [:

1- Si f'(x) > 0 pour tout xe]a,b[

Théoreme

alors f est croissante dans ]Ja, b |
2- Sif'(x) < 0 pour tout xe Ja,b[

alors f est décroissante dans Ja,b |
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

Détermination des intervalles de croissance et décroissance

‘1 Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction f o f(x) = x* - 3x + 2

©» Solution
. f(x) = x> - 3x + 2 est continue et dérivable dans R
A = 3% =8 = Bigt = 1)
Onpose f'(x) =0 ..3x2-1)=3&x-DEx+1)=0
c.of'(x)=0quandx =-1 et x=1.". Le domaine de la fonction est partagé en 3 intervalles

On étudie le signe de {' dans ces intervalles comme montre le tableau suivant :
I

f est croissante dans ]-0,-1] < _o0 1 1I 00
ies: dec.r01ss?nl§ dans } —11 : 1[[ Signedef'(x) 0 + i '0 .
est croissante dans , 00
Remarquez que : Comportement de f (x) / \ /

1) Quand on utilise I'un des programmes pour tracer la

f
: ; . : Y
courbe représentative de la fonction (la figure ci-contre) 4
On trouve quele comportement de la fonction correspond I
au résultat obtenu dans le tableau. I 2 l’f(x) =x3-3x+2)

2) La tangente de la courbe fait un angle aigu avec la 1

&
¥y=

direction positive de 1'axe des abscisses dans les

=1

-2
intervalles de croissances et un angle obtus avec la -

direction positive de 1'axe des abscisses dans les
intervalles de décroissances.

3) Les valeurs qui séparent les intervalles de croissance et de décroissance sont les valeurs
auxquelles la dérivée premieére est nulle ou indéfinie.

L] Essayez de résoudre
® Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de chacune des fonctions suivantes:

a f(x)= x> - 9x% + 15x b) g(x) =

x2+1
.ﬁ}‘ Exemple

Fonctions trigonométriques
2 Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction f oun
f(x)= x + 2sinx, 0 <x <27

x o 2L AT o
©» Solution 3 3
f est continue et dérivable dans ] 0, 277 | Signe de f'(x) + 0o - 0 +
S x®) =1 + 2cosx Comportement de f (x) / \ /

Etude de f' (x)

2|~

l + 2cosx =0 J. COSX. = =

xe 0,2 ] .'.XZZTﬁouX:ﬂ'T‘Trr
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2 -1 Croissance et décroissance des fonctions

Remarquez que :

En x = % f'x) = 1>0 .. T est croissante dans 10, ZTE[
En x = % f'(x) = =1 <0 .". f est décroissante dans ]277(4773[
Enx = 377{ flix) = 1 >0 .". f est croissante dans ]4??r 2 %

L) Essayez de résoudre

Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction f ol
f(x)=x-2cosx, 0<x< 27w

reflexioncritigue : Lafigure ci-contre montre la courbe représentative P (w) |
- : g A 1N
de f'(x) de la fonction f o f(x) est un polynéme. !
— _ _ _ _ /32 a9 N2,
‘a  Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la / -1 \
fonction f / N \
=3
/ vy |

b Trouvez 1’ ensemble solution de I'inéquation f''(x) > 0

@ Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction g oil g (x) = 2In x - x*
©» Solution |
g (x) est dérivable pour toutx € &F X g 1 =
2 : ; )
) 3—2)( " 2(1 -x%) Signe de g'(x) =) =
* * Comportement de g(x) / \

Etude du signe de g' (x)

Sig'x) =1 Lx=1 oux = 1€ R*
S1 x <1 . g'(x) > 0 dou g est croissante dans 10, 1]
S1 x>1 o g'(x) < 0 dou g est décroissante dans |1, o]

ﬂ Essayez de réesoudre
@ Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonctionf ot f(x) = x - €*
et en utilisant le programme GeoGebra, tracez la courbe représentative de la fonction f puis

vérifiez la réponse.
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

Exercices 2 -1

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de croissance et de décroissance

de la fonction f:
D f(x) = x2-4x @) fx) = (x3)
(@) f(x) = 9x-x3 G)fx) = x4+4x
@t = 1-% @®fx) = 22

X+ 2

10)f(x) = x +Inx )f(x) = 3-Inx2

Réepondez aux questions suivantes :

@ Démontrez que la fonction f o1 f(x) = tan x — x est croissante dans | O ;

G fx) = B-6x2+5

4
6 fx) = 2-3 (x-2)°
@f(x): ¥ x-1

X

2f(x) = 5-2¢

o

@Déterminez les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction f ou

fx) = 1l-sinx,0<x <27

@ Sif et g sont deux fonctions dérivables f' (x) < g' (x) pour tout x € ., démontrez que la
fonction h ot h(x) = f (x) - g(x) est décroissante pour tout x € .
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g %
L]

i Valeurs maximales ef mini.
=™ males (Vdleurs extremales)|

f
u W

Reéfléchissez et discutez

' Aapprendre

Point critique Soit f une fonction continue dans [a , b], la figure ci-contre représente la

courbe de la fonction f

FAES RN

Valeurs maximales et

y . - TYE : ; A
minimales relatives 1- Déterminez les intervalles de y | 1] ]

Forro b i croissance et décroissance de la (_‘:‘f_{)‘()_j/ \\
: : o
2 FEtudede la dérivée fonction f /
2 1 1 / F
premiére des valeurs = S1x = ¢y, quelle est la valeur de f /

(c1)? Décrivez le comportement de

fdans]a; cy[. f(cp) est-illa plus <

grande valeurdefdans Ja; c; [? "1 ¢ QG
3- Sif! (cy) quelle est la valeur de

f = c,? Décrivez le comportement de f dans ] ¢q; c3[. f(c,) est-il la

maximales et minimales

relatives.

Trouver les valeurs

FAEN

extrémale d'une

fonction dans un

srtarvalle farira. plus petite valeur de f dans J ¢y ; c3 [?

4- Pouvez-vous trouver f' (c3)? Expliquez vos réponse.
~! Vocabulaires

de base

Décrivez le comportement de f dans Jcy; b [. f (c3) est-il 1a plus

Point critique grande valeur de f dans Jc,; b[?

LAY LAY

Valeurs maximales . i
“ : Point critique
rRlatives £ Soitf une fonction continue dans Ja ; b[, on dit que (¢ ; f(c)) est
¢ Valeurs minimales ’E.'

un point critique sic €] a; b [, f'(c) =0 ouf n’est pas dérivable

relatives en x = c ou f(c) indéfinie.

Valeurs extrémale
absolues De la figure précédente, on déduit que : (c; ; f (cy)) et (¢, ; £ (c,)) sont

SN

des points critiques car f '(c;) = f '(cy) = 0 ainsi que (c3 ; f (c3) est un

' Aides pédagogiques . .. . . .
e point critique car f est continue en X = ¢y et n’est pas dérivable (dérivée

calculatrice scientifique | a droite # dérivée a gauche).

i TR

Logiciels de graphisme

/ E Valeurs maximale et minimale relatives
;5 Soit f une fonction contenue dans un intervalle I, ¢ € I,
Sif x)< f(c)pourtoutx e Ja;b[on]a;b[CI:
Y Naleut maximale alors f atteint une valeur maximale relativeen x = ¢
rEI&:r Sif(x) > f(c)pourtoutx €]a;b[on]a;b[CI:
) / alors f atteint une valeur minimale relative en x = ¢
ARLY
B Vfale ir 1ni imale
| | rel?tlH"
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

Remarquez que :
Dans le paragraphe réfléchissez et discutez: en x = c; et X = ¢y lafonction atteint des valeurs

maximales relatives ¢y et en x = c,, la fonction atteint une valeur minimale relative

Etude de la dérivée premiére pour déterminer les valeurs maximales et minimales relatives

KA

u‘% _ A apprendre

S1 f(x) est contenue en x = c et (c ; f(c)) est point critique oil ¢ € un intervalle ouvert contenant c:

1- Sif'(x) >0 pourtout x < cetf' (x) <0 pourtout x > c,alors f (c) est une valeur
maximale relative

2- Sif'(x) < 0 pourtout x < cetf'(x) >0 pourtout x > c, alors f (c) est une valeur
minimale relative

f

y \% Y
fl C) = 0 1 n }'9
TN ' (x) = /' x>0
f' (%) ' 1\ fdo<o N L L 0
f{'l) \ ‘I . I {C) =
1 LB LY)
:’ D‘r t x‘; = 0“ L K »
f (¢) est une valeur maximale relative en ¢ f (¢) est une valeur minimale relative en ¢

3- Sile signe de f '(x) ne change pas au voisinage de c, alors la fonction n’atteint ni de valeur
maximale ni de valeur minimale relative.

Sif est continue dans] a ; b [et elle atteint une valeur maximale ou minimale

Théoréme

relativeen c € Ja, b[ aloxsf'(c) =0.

Etude de la dérivée premiere

.‘ﬂ Exemple

l,, Soit f (x) = x* + 3x% - 9x - 7, trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f

¢©» Solution
1) Détermination des points critiques : f est continue et dérivable
Sf'(x) =3x2 + 6x - 9
=3x2+2x-3)=3@x+3)x-1)
pour f'(x) = 0

Déterminez Cludiex BN, L asimale rerlative

S.X=3oux =1
(3 1 L(3)) (1 (1))
sont deux points critiques
Les points critiques sont : (-3 ; 20) , (1 ; -12)

les points ——  signe de

critiques f'(x) —— - — 4+ minimale relative
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2) Le tableau ci-contre montre 1 étude de la dérivée premiére

3) Auvoisinage de x = -3 X o8 3

le signe de f' (x) change de positif [ Signede f'(x)

+
(avant x = -3) au négative (aprés x = -3) Corr;pofr;er)nent /TO\‘_I:Z/
ef(x

. f(3) = 20 valeur maximale relative.
Au voisinage de x = 1 le signe de f' (x) change de négatif
(avant x = 1) au positif (apresx =1)
.. f(1)=-12 valeur minimale relative

ﬂ Essayez de resoudre

@ Soit f(x) = % x3-9x + 3, trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f

Exemple B . )
_ La premiére dérivée n'existe pas

2
@ Trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de £ si f (x) =x3 (2x - 5)

©» Solution
La fonction f est continue dans son domaine x € &
1) Détermination des points critiques: Ay ,
1 2 2
f'&) = 2x7 (2 - 5) + 2 (y=few)
1 N
_ 22x-5+3x] _ 10(x-1) 40 J / X
39 x 39 x e 1 2/3
" f estcontinue en x = 0, f'(0)n’existe pas -1 /
.. faun point critique (0, £(0))=(0, 0) / /
fix) = 0 pour x=1.". faun point critique qui est /"3
Y
(1 ,1(1)) ca-d. (1, -3) comme indique la : :
figure ci-contre . X i "9“ | =
. I ne):s e ) 0 5
2) Le tableau ci-contre montre 1'étude de la | Signe de f'(x) P_' |
L . L3
dérivée premicre. Gy et /v \ /
3) En x = 0ily aune valeur maximale de f (x)
relative =0
En x =1, il y a une valeur minimale relative = -3
ﬂ Essayez de résoudre
@ Démontrez que la fonction f oit f (x) = ¥ x? atteint une valeur minimale relative.
itique: La fonction f ofi f (x) = x* + 3x -4 atteint-elle une valeur maximale ou

minimale relative ?.
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

‘ Exemple Fonctions rationnelles
4
3 Déterminez les valeurs maximales et minmimales relatives de la fonction f o f(x) = x + —
X

€» Solution

Le domaine de la fonction f = K - {0} 5

2 = La fonction atteint deux

1) Détermination des points critiques : f' (x) = 1 -4x
X

points critiques (2; f(2)), (-2; f (-2)) c-a-d. (2;4),(-2; -4).

2) Le tableau ci-contre montre I’ étude de la dérivée premiére (Notez que x = 0 ¢ domaine

de la fonction).
: X -0 | 2 o0
3) En x= -2ily a une valeur : X =3 0
maximale relative = -4 A | | _ _ -
Fn x = 21ily a une valeur |Comportement | \ /

minimale relative = 4 de f(x) /—4\ 4

Notez que : valeur maximale est plus petite que la valeur minimale

Technologie: Iafigure ci-contrereprésentelacourbereprésentative 74 ~
de la fonction f en utilisant 1'un des programmes. 8 \ f, :
td
Comparez entre le tableau des signes et sa courbe. Que remarquez- 1k [
[ ) 7
vous ? %
Z S X
B Essayez de résoudre “8 b4 _;13" 34 6 8
712
@ Déterminez les valeurs maximales et minimales relatives de la Y
: N 2 a
fonction f on f(x)= X i
1-x i 4

&% _ A a!_:?rendre

Les valeurs extrémales d’une fonction dans un intervalle fermé
Définition des valenrs extrémales :
Soit f une fonction définie dans I'intervalle fermé [a, b] etc € [a: b]

1) Sif (c) < f(x) pour tout x € [a ; b] alors f (¢) est une valeur v A @5
minimale relative dans [a ; b] 5 ¢
; - . | maxighale absplue
2) S1f (c) = f(x) pour tout x € [a ; b] alors f (c) est une valeur 4 /(f — )
minimale relative dans [a ; b] 3 ,zj) =Aoota
< La valeur minimale et la valeur maximale d’une fonction 2 min‘male
sont appelées les valeurs extrémales de la fonctions dans cet (0, T).1 absolué | x
intervalle. :_[ CEEER

< La valeur extrémale peut étre en un point a l'intérieur de
I'intervalle ou en extrémités de 1'intervalle

Si la fonction est continue dans [a ; b], alors la fonction atteint une valeur maximale
absolue et une valeur minimale absolue dans [a ; b].

Théoréme
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f est continue La fonction a des points
sur [a ; b] critiquesen cetd

Pour trouver les valeurs extrémales absolues

de la fonction f dans [a ; b], on suit les étapes J_I_l vL_I_l
suivantes:

f(a) f(b) f(e) fd
= On calcule f (a) , f (b) , et la valeur de la ¥ ¥
fonction pour chaque point critique. Comparez
2 On compare les valeurs précédentes; la plus
grande de ces valeurs est la valeur maximale la plus grande La plus petite
absolue et la plus petite de ces valeurs est la VAEHE et tine Xaleny o5t UnE
maximale absolue minimale absolue

valeur mimimale absolue.

.;'_gi&i-

) Exemple

Déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction fou f (x)=x3 - 12x+ 12 ,x € [-3: 3]

©» Solution
o0 = 0 12, ve 5 E]
s TES) = 8P -1208)¢ 1222 (D
3= B ~123)4 12=3 2)

flx) = 3% = 12=3(x=2) (x=2)
Pour déterminer les points critiques, on pose f '(x) = 0
x=2€[3;3] oux = -2€[-3;3]
En x = 21l existe un point critique et f (2) = -4 3
En x = -21l existe un point critique et f (-2) = 28 4)

D’apres 1 ; 2 ;3 ; 4, la valeur maximale absolue est 28; - 4 est la valeur minimale absolue

ﬂ Essayez de réesoudre

@ Déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction f on

(a)f(x) = 10xe * xe[0;4] (b) £ (x) :_;Ljf_l,xe [-1; 3]
X
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Dans ce qui suit, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives
(s’elles existent) de lafonction f en déterminant sa nature:

O, EEE @ ZIEPZEROIERY
7 3 v i
1 ~ E X
Gl 1 2 » B ; x 1o i 2 | 3
I "R ho b B .‘__ L~
r‘ I =1 =1
; pal /
4 /] b f‘r

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives
(s’elles existent) de lafonction f en déterminant sa nature.

@f(x) =x3+3x2 + 2 G)fx) = x4 - 2x?
(6)f(x) = 4x - =3 @) f(x) = 3x5 - 553
@fx) =3 -x: @f(x):(x+2)%
@f(x):x+;42. Wiw=x+
@i = 2 Bfx) =4e
8)f(x) = eX(3 - x) B)f(x) = e + %
6)f(x) = x -In x ) fx = 8lnx - x?

Dans ce qui suit, déterminez les valeurs extrémales absolues de la fonction f
dans I’intervalle donné:

@ fx) =x3-3x+1, xe[-2; 1]
9fx =4yx1 .xel2; 3]
@f(x) = sinx+cosx, xe[0; 27]

g f(x) =xe¢™, xe[0; 2]
Répondez a la question suivante :

@ Réflexion créative . Trouvez lesvalemrsde a; b; c et d; ot f(x) = ax3 +bx2+cx+d
vérifie les conditions suivantes a la fois ;

a passe par le point d’ origine. b | atteint un point critique en x = 1

c I’équation de la tangente au point (2 ; £f(2)) qu lui appartient est 9x + y = 20
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Détermination les

A apprendre

intervalles de convexité
de la courbe d'une
fonction vers la haut et
vers le bas

Trouver les points
d'inflexion de la courbe
d'une fonction

L'étude de la deuxiéme
dérivée pour déterminer
les valeurs maximales et

minimales relatives

Vocabulaires
de base
Convexite

Convexité vers le haut
Convexité vers le bas

point dinflexion

* Aides pédagogiques
calculatrice scientifique.

Logiciels de graphisme.

J

=
A1 <

La figure

représentante la fonction f on f(x) = % X xelR

Découvrez Y

cl-contre montre la courbe

Remarquez que la fonction est croissante

dans X. Pourquoi ?

=

%

1]

| =

A%

h“'—'—-{ v,

N
" - B

F 3

La direction de la convexité de la courbe dans
I'intervalle |-o0 ; O[ est-elle différente de celle %
dans'intervalle ] 0; oo [? 77 {

N\C

Quelle est la position de la courbe de la

fonction par rapport a ses tangentes dans

I'intervalle ]-oo ; O[. Est-ce que la pente de la

/
/
[

tangent f '(x) croit ou décroit en croissance de
x ? Que pouvez-vous déduire ?

Quelle est la position de la courbe de la fonction par rapport a ses
tangentes dans 1'intervalle ]0 ; oo[. Est-ce que la pente de la tangent
f '(x) croit ou décroit en croissance de x ? Que pouvez-vous déduire ?

Convexité des courbes

Soit f une fonction dérivable dans | a, b[, la courbe dela fonction
est convexe vers le bas si f ' est croissante dans cet intervalle et
convexe vers le haut si f ' est décroissante dans cet intervalle.

Définition

F 3 y A

Y
//
[ y= f(x) L (_:,\= f(x)
il /2)\ i
[0) %

=R /o -
. il .  §

La courbe est convexe vers
le bas. f ' est croissante et sa

h 4

La courbe est convexe vers le
haut. f ' est décroissante et sa
dérivée est positive dérivée est négative
f'(x)>0 f" (x)<0
Sila deuxieme dénvée d’ une fonction n’ est pas nulle, on peut étudier la
monotonie de la premiere dérivée f'(x) et déterminer les intervalles de
convexité de la courbe de la fonction f
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

Etude de la deuxiéme dérivée pour déterminer la convexité d'une courbe

Soit f une fonction dénvable deux fois dans Ja ; b[
1-Si f'"(x) > 0 pour tout x € Ja; b[, alors la courbe de la fonction est convexe vers

le bas dans Ja, b[

Théoréme

2- Si f''(x) < 0 pour tout x € Ja; b[, alorsla courbe de la fonction est convexe vers

le haut dans Ja, b[

~ ) Exemple = : m : "
P Détermination des intervalles de la convexité d'une fonction polynéme
(1) Soitf (x) =2 - 3x? - x* . Déterminez les intervalles de convexité vers le haut et vers le bas

de la courbe représentante f.

©» Solution 5y
f est contenue et dérivable pour tout x € & 3
i) = “bx=Bx% )= B=bx = =6 Lex) \ |\\
X
) = 0 peur ® = =l * 3 \_2 19 2:
Le tableau ci-contre montre: < & _'1 - =1
le siene de f " et les intervalles ! -2
B o signe de f" + 0 - ¥
& ciyeae pag de Mo convexité de la \._/ /—\ ‘_c\?:rzel’;ej- C\?;r:e[);e
et vers le bas de la courbe b
courbe bas haurf

représentante de la fonction f
La courbe de la fonction est convexe vers bas dans I'intervalle ]-o0 , -1[ et est convexe vers

le haut dans 1'mtervalle ] -1 ; oo

B Essayez de résoudre

@ Déterminez les intervalles de convexité vers le haut et vers le bas de chacune des courbes
représentantes chacune des fonctions suivantes :

a)f(x)=x%-4x+2 b) g(x) = x* - 4x3

Jechnologie: En utilisant 1'un des logiciels de graphisme, tracez la courbe représentante des
2
deux fonctions f et g ot f(x) = ¥ x , f(x) = x¥ . Déterminez les intervalles de convexité vers la

haut et vers le bas puis vérifiez la réponse en utilisant I’ étude de la deuxieéme dérivée.

Remarquez que : la direction de convexité est variable de haut vers le bas ou de bas vers le haut

en un point auquel la dérivée seconde est nulle ou n’ existe pas.
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s
E
g
o

Point d’inflexion
Soit f une fonction continue dans ]a ; b[, c € ] a; b[ etune tangente de la courbe passe
par le point (c ; f(c)). Ce point est appelé point d’inflexion de la courbe s'il change de

convexite.

Pour les courbes 1 ; 2 ; et 3, il existe des points pour la courbe 4, il n’existe pas

d’inflexion car la courbe est située de part et d’ autre du point d’inflexion car au point

de la tangente passant par le point C C ne passe pas une tangente

Remarquez que:
1- La tangente au point d’inflexion coupe la courbe de la fonction car la courbe est située de

part et d’ autre de la tangente passant par le point d’inflexion.

=

)

L g
i
o

.

2- Dans la figure ci-contre Il existe deux points y = f(x)
d’inflexion de la courbe de la fonction f au point \ - .
d’origine (0, 0) et 1'autre au point B (2; £(2)). \\m

M Exemple o B h & 3 x

() _ P Convexité et point d’inflexion 10 \\‘\

x2 - 4 Si x<-2 ’ /

- W/

y

(2) Soit f(x)=
x -3+ 2 8 x>2-2

Déterminez les intervalles de convexité de sa courbe, trouvez les points d’inflexion et

I’équation de la tangente. en ces points si elles existent.

©» Solution

La fonction f est définie par deux regles, son domaine est R. Elle est continue en x = -2

o) = f(—2)+ =1(-2)=0

f! (_2-) - 1111'11'1_) . f(—2 + h) - f(—2)

h
i 2+hy¥ -4 .0 i
_ llin_)o_ (2 + )h _ h;n—so' (h—4)= 4
i fe2 Yy (-2
! (_2+) — l;rzl,[]-i- (-2+ h) (-2)
~lim  (2+hP-3(2+h)+2-0 _ lim ) 3
= oot . = h_)0+(h 6h+9)=9
WD) Y (2N .".la fonction n'est pas dérivable en x = -2
2x; Siox < -2
F'&=73x2-3 Si x>-2
nexistepas Si x = -2 [f'(-27) # f'(-2%)]
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

2! Si o x<-2
£ (x) = 1 X
6x S1 x>-2
Le tableau suivant montre le signe de f "' et les intervalles de convexité de la courbe de la
fonction. Y
\ Y
x | 7 ! s
Signe de f" At \ b
g pas = + \ / 3 I
Convexité de o S S \ I 2 l
la courbe 1 -
Intervalles de convexité : la courbe est convexe vers le bas % " ) >
dans J-eo; -2[, ] 0 ,00 [ et ver le haut dans ]-2, O[ " L i

Point d’ inflexion :
< Le point (-2 ; f(-2)) = ( -2 ; 0) n’est pas un point d’inflexion bien que la courbe change de
convexité caril n'y a pas de tangente en ce point (f '(x) n’ existe pas)
< Le point (0; £(0)) = (0; 2) est un point d inflexion car la courbe est située de part et d’ autre
de la tangente qui la coupe en ce point dont la pente = - 3 et son équation esty — 2 = 3x
(comme montre la figure)

[ Essayez de résoudre

(x + 3)2 Si x<-1
(2) Soit f(x) = {
3x2_x3 Si x > -1 y A Y= 0
Déterminez les intervalles de convexité de sa courbe, trouvez les A g )
points d’'inflexion et I’ équation de la tangente en ces points. ;
Réflexion critigue; La figure ci-contre représente la courbe de ; .
f"(x)dans ]-2; 5[ de la fonction continue f. - ——
<2 Déterminez les intervalles de convexité de la courbe de la F 1 -
fonction f s’1ls existent.
< Y a —t4l des points d'mnflexion de la courbe de la fonction f ? Cy

Expliquez la réponse.

Etude de la deuxiéme dérivée pour les valeurs maximales ou minimales relatives

@ Soit la fonction f dérivable deux fois sur un intervalle ouvert contenant cou f'(c) =0
«E 1 Sif' (©<0 alors f(c) est une valeur maximale relative.

8 2) Sif' (¢)>0 alors f(c) est une valeur minimale relative.

fE 3) Sif' (0)=0 alors I’étude de la deuxieme dérivée n’est pas suffisante

pour déterminer la nature du point (c ; f(c)) (soit maximale

ou minimale).
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F 3 y & y )
\f"|(€) >g/ i “L—.li
b'L B P TAT PR on
f (C) 4 w X |} L) L X
oy ¢ | | Oy ¢ -
f (¢) est une valeur f (c) est une valeur
minimale relative maximale relative

) Exemple

@ En utilisant 1a deuxiéme dérivée, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives
de la fonction f ot f(x)=x%-8x%2+ 10

©» Solution
Comme f est une fonction polynéme, donc elle est continue dans &
fr'ix) = 4x3 - 16x = 4x(x? - 4), f''(x) = 12x2-16

f'(x) = 4x (x2 -4)=0 lafonction a des points critiquesen x =0,x =2, x = -2

Etude de la deuxieme dérivée pour déterminer les valeurs maximales et minimales relatives:

Enx =0 f'"0) = -16 <0 .. f(0) =10 valeur maximale relative
En x =2 f"2) = 32 >0 .. f(2) =-6  valeur mimmale relative
En x = -2 f'"(-2) = 32 >0 .. f(-2) = -6 valeur minimale relative

I] Essayez de résoudre
@ En utilisant 1a deuxieme dérivée, déterminez les valeurs maximales et minimales relatives de la
fonction f ot f(x) = x3 - 3x2 - 9x Vérifiez la réponse en utilisant une calculatrice scientifique
ou un logiciel de graphisme.

l_ Domaine de f — |
Tracé de la courbe représentative d’'une fonction polynéme ¥

Le calcul différentiel est utilisé pour tracer la courbe  SYmetrie o Il £
la fonction +

d’une fonction. Il dépend de suivre le comportement . » a,
: : . Points critiques Convexité et

de la fonction f(x) quand x varie dans un intervalle {  point d'inflexion
donné et la représentation des couples (X ; y) dans un . v

L F- i B . Intervalle de croissance Intersection
repere orthonormé ou y = f(x). On étudie ici le tracé v aver les aves
des courbes représentants des fonctions polynémes :

; : . Valeurs maximales et
de degré inferieur ou égal a 3c’est -a-dire de la forme minimale relatives
fx)=ax3+bxt+cx+d » Courbe de w——
la fonction

Pour tracer la courbe de la fonction f ou y = f(x), on

suit le diagramme ci-contre comme ce qui suit :

1- La courbe de f est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées si f est paire et symétrique
par rapport au point d origine si f est impaire.

2- FEtudiez le comportement de f en déterminant les intervalles de convexité, points d’inflexion
s'1ls existent et les valeurs maximales et minimales relatives s’ elles existent.

3- Etablissez le tableau de croissance, décroissance et convexité pour déterminer 1 allure de la
courbe et la nature des points critiques.

4- Trouvez les points d’intersection de la courbe avec les deux axes si cela est possible.

5- Déterminez quelques points particuliers appartenant a la courbe pour améliorer le tracé puis
tracez la courbe.
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¢~ ) Exemple ) g .
; Tracé la courbe d’une fonction

‘4 Tracez la courbe représentative de la fonction f ot y = f(x) = x> - 3x% + 4
©» Solution
1- f est une fonction polynéme dont le domaine est R | Elle n’est ni paire ni impaire.
2- f'(x)=3x2-6x=3x(x-2) f'"x)=06x-6=06(x-1)
f'(x)=0, fadespoints critiquesen x =0eten x =2
f est croissante dans | -0 ; 0[ , ]2 ; oo [ et décroissante dans ] 0 ; 2]
f'"®x) =0 en x=1
f'' (x) <0 dans ]-o0; 1[ la courbe est convexe vers le haut dans ,

f''"(x) > 0 dans ] 1 ; oo [ la courbe est convexe vers le bas dans
Le point (1 ;f(1))=(1; 2) est un point d’inflexion.
3- Le tableau suivant montre la croissance, décroissance et la convexité.

0 1
l I
0

X -00 LS

O

signe de f' +

comportement de £

T TTT—
= 0

/

signe de f"
Convexité P e W) N—
: : i
¥ 4 2 0 y 4
valeur minimale point valeur minimale
relative d’inflexion relative Z I
4- points d’intersection avec les axes : (0; 4) , (2; 0) I‘ l
1

5- Lallure générale de la courbe de f

F 3

Y

Points particuliers (-1;0) ; (3;4)

ﬂ Essayez de réesoudre

@ Tracez la courbe représentative de la fonction f ot y = f(x) = 12 x -x3

.ﬁf# Exemple

L’allure générale de la courbe d’une fonction

5 Tracez 1'allure générale de la courbe de la fonction f o1 y = f(x) si
1- fest continue dans [1;7],f(1)=-2,f(5) =4
2- f' (5)=0,f (x)>0 quand x <5,f" (x) <0 quand x > 5
3- f" x)<0 quand 1 <x<7
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2 - 3 Etude de courbes

©» Solution
De 1 : on trace les axes. De 2 : En x = 51a tangente //1’axe des abscisses
Les points (1; -2); (5; 4) f est croissante dans ] 1; 5[ et décroissante dans
appartiennent au domaine [ 1; 7]. 15:7]
De 3 : la courbe est convexe versle haut dans | 1; 7[
y & y &
4 1 | 4 : |
P ! o / N !
d B : A R4 ™
] : il V4 :
o i X i/ 1 X
i 23 44 ¢ 1 1/13 439 64
u B : TV ;
-2 . i -2 i i
3] : 3] :
Y L

ﬂ Essayez de réesoudre

@ Tracez 1'allure générale de la courbe de la fonctionf ot y = f(x) si:
1- festcontinue dans [ 0, o[ , f(4)=3, f(0) =1
2- f'(x) >0quand x >0
3- f"(x)>0quand x <4 ,f"(4) = 0,f"(x) <0 quand x >4

) Exemple
- Résolution d’équations

Déterminez a et b pour que le point (1, 12) soit un point d’inflexion pour la courbe de la

fonction f ou f(x) = ax® + b x2 £
©» Solution 1; 12)

"."Le point (1 , 12) est un point d inflexion de la courbe de la fonction f

A5 =0 G , f(1)=12 2)

f'ix)=3ax*+2bx , f'(x)=6ax + 2b

de (1:6a+2b=0 S.bEeda

de (2):a+b=12 .a-3a=12 alors a=-6,b=18

L] Essayez de résoudre
@ Déterminez a et b pour que le point (2; 2) soit un point d’inflexion pour la courbe de la

fonctionf ot f(x)=x>+ax?+bx
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Jechnologie : Comme c’est difficile de tracer les courbes représentatives de quelques fonctions,

vous pouvez utiliser le programme geogebra ou un autre logiciel de graphisme pour les tracer.

La figure ci-contre montn;e la courbe représentane de la VMoo = D)
; . x+1 3 2 +1
fonction f ot f(x) = g — L
x2+1 , horizontlell | Tt
Remarquez que : —_—r X
1) Points critiques : La courbe admet des points critiques en ¥ -3 10y 1] 2 3] 4

x=-leten x=1
Quand x = -1 f(-1)
Quand x = 1 (1)
2) Intervalle de convexité : versle hautdans:]-; 43 [, ]0; 43 [
verslebasdans :]-4/3 ; O , W3 : oo
3) Point d’inflexion : En x =- 43 , la courbe est coupée par une tangente
En x =43 ,la courbe est coupée par une tangente

0 valeur minimale relative,

2 valeur maximale relative.

4) L’allure générale de la courbe : les extrémités de la courbe se rapprochent de la droite
y = 1 qui est appelée 1’asymptote horizontale de la courbe représentante f dont 1" équation

f) = lim  &HD?

y =aoia=lim
|X|—>m X2+1

x| — 0w
Application : En utilisant 'un des logiciels de graphisme, tracez les courbes représentatives des
fonctions suivantes puis étudiez les propriétés de chacune d’ elles:

2 2_
fix)im R

g(x) =
x?+3 x2-4x +3
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@ La figure ci-contre montre la courbe représentante de la fonction f ou y=f(x).
Complétez : Y

(@) Domaine f = ...
b f(x)=0 A K s
)i (x) = Oquand® € .o

/
/
/
/

) la courbe est convexe versle haut quandx € ...

N W & U1 SN e

) (&) (o)

(e la courbe admet un point d’inflexion quandx € i

. f ' 1afonction a une valeur minimale relative en

X =

1
1 1
N - g

‘9 la fonction a une valeur maximale absolue en

3

Dans ce qui suit, déterminez les intervalles de convexité de la courbe
représentante de lafonctionf puistrouvezles coordonnées des points d’inflexion
(s’ils existent):

(@) f(x) = 4-6x-3x2 B fx) = x3-3x2+ 1
@) f(x) = 15x + 6x2-x3 G) f(x) = x*-8x2+ 16
_ 6 it

© 1w = x2+3 & tw= x4

x3-3x quand x < 0
f(x) =3 (o) fx) =
4x - x* quand x >0

@ Démontrez que la mesure de 1’angle que fait la tangente au point d’ inflexion de la courbe de

la fonction f ot f(x) = est égale %

x2

@ Si la courbe représentative de la fonction f on f(x) = x ( x - 3)? admet une valeur

maximale relative en x; et valeur minimale relative en x, , démontrez que 1 abscisse
X) + X,

du point d'inflexion =

@ Déterminez a et b pour que le point (1 ; - 1) soit un point d'inflexion de la courbe d’équation

x2y+ay+bx? =

Dans ce qui suit, tracez I’allure générale de la courbe de la fonction contenue f
qui a les propriétés données:

13) f(0) = 4 f(3) = 4 , ' (x) < 0 pour tout x < 2, f' (x) > 0 pour tout x >2,f" (x) >0

@ f(1)=£(5)=0, f'(x) <0 pour tout x <3, f'(x) >0 pour tout x >3, f"(x) < 0 pour tout x # 3
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@f(—l):Zf(O):4, f()=0,1'M)=£'¢-1)=1,f"(x) <Opourtout x <0, f"(x) > 0 pour

tout x >0

16)f(3)=4 en x <3 ,f'(x) >0,f" (x) > 0cten x >3 alorsf' (x) <0, " (x) >0

Dans ce qui suit, étudiez le comportement de la fonction f puis tracez I’allure

générale de sa courbe:
7)) f(x) = x2-6x+5
49 f(x) = x3-3x2+3
@f(x) = %xg —%x+ |
23) f(x) = (2-x%) (x +1)?
x3 -3x% quand x > 0

%5) f(x) =

x% - 2x quand x < 0

f(x) =

%0) f(x) = -

22) f(x) =
24) f(x) =

26) f(x) =

3-x?2

3

=X -X+ 2

3
-x (x -3)2

+ (x+4) (x - 2)?

X Ix -4
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Modélisation mathématiques

La prise d’une décision scientifique pour résoudre un probléeme
quelconque passe par quelques étapes:

1- Détermination du probléme (but et Possibilités) .

2- Développer un modéle conceptuel ou de la perceptlon pour conjurer

les problemes. Probléme

3-
4-

Trouver un modele scientifique convenable.
Résolution du modele et prendre

d une décision. hypotese et conclusion conditions

La modélisation mathématique .
est la formulation du probléeme
. formulation du modele

quelconque selon des relations
mathematique

mathématiques qu on appelle

modéle mathématique resolution du modsle
Le diagramme ci-contre résume
le modéle mathématique:

Détermination le but du probléme et ses variables (Intérét maximum

evaluer les résultants el
détermination des allervatures

— cofit minimum - aire maximale,
Détermination les valeurs des inconnues du probléme pour arriver
au but cherché.

Détermination la relation entre les inconnues (équations — inéquations).
formuler le modéle mathématique (transformer le probléme sous
une forme mathématique a résoudre).

Résolution du modéle mathématique et interpréter ses résultats
selon la nature du probléme.

Identifier les alternatives disponibles si le probléme a plus qu’une solution.
Le calcul différentiel nous aide a resoudre le modéle mathématique pour
la plus part des problémes de la vie si le but est d obtenir 1a plus grande ou
la plus petite valeur d une variable quelconque dans le domaine des valeur

extrémales relatives ou absolues comme montre les exemples suivants.

) Exemple o B
Etude de la dérivée premiére
6:‘ Dans un triangle de 16 cm de base et 12 cm de hauteur, on trace
un rectangle tel qu'un de ses c6tés est sur la base du triangle et
les sommets du c6té opposé sont situés sur les deux autres cotés
du triangle. Déterminez les dimensions du rectangle qui a la plus
grande aire possible.
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©» Solution

1- Pour calculer la plus grande aire, on trace une figure selon I"hypothése et les conditions du
probléme.

2- Détermination les variables (inconnues) en posant que la largeur du rectangle = x cm ; sa
longueur =y cm et son aire = A cm?

3- Détermination la relation entre les variables (modéle mathématique)

Aire durectangle A=xxy 8
4- Mettez le modéle mathématique sous forme
d’ une seule variable si ¢’est possible 12 - x
J - @ = n—_x(de similitude des triangles) E ‘ D
16 AB 12 |
soy=5(2-%),xe0;12] (1) x
Aire durectangle A = % x(12-x) C | B
«—y ——>
A= fx) = 16x- % % @) |k 16 -

5- Résolution du modéle mathématique : En dérivant les membres de la relation (2) par
rapport a x.

fl=16-3 x f'@ = -3

f'(x) = 0 pour x =6 .".le point (6; £(6)) = (6 ; 8) est un point critique

x:%:setf“(x) <0

f a une valeur maximale absolue en x = 6. Les dimensions du rectangle qui a la plus

grande aire possible sont 6 cm et 8 cm
ﬂ Essayez de réesoudre

@ Trouvez la plus grande aire possible d'un triangle isocéle qu’on peut tracer dans un cercle de
12 cm de rayon.

Calcul du colt minimum

M2¢ Une cellule de grains sous la forme d'un cylindre droit de demi-cercle de couvercle est
fabriquée d élargir 10877m> de grains (élargissement est dans la partie cylindrique
seulement), Si le cofit d'une unité d’aire du couvercle est le double de celui de la face
latérale. Trouve les dimensions de la cellule pour que le cotit soit minimum?

©» Solution

1- Pour calculerle pluspetit cout, on trace une figure selon1 hypothése

et les conditions du probléme.

2- Détermination les variables (inconnues): en posant que la hauteur du
cylindre = h métre, la longueur du rayon de sa base = r métre etle coit h
d’une unité daire de la face = ¢ L.E Donc le coit d'une unité d’aire de | | _eedemee
couvercle = 2¢c L.E et le cofit total = k LE. e PN
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3- Détermination la relation entre les variables (modéle mathématique):
Aire du cylindre = périmeétre de la base x h = 2 ZIth unité d’ aire
Aire de demi-sphérique = % aire de la sphére = 27712 unité d’aire
Coiittotalk= 2 Zrth xc+ 21t x2¢ = 27Are(h + 2r)

4- Mettez le modéle mathématique sous forme d’une seule variable :

"> Volume de la partie cylindrique = 108 7 .. 71*h = 108 7 d’ont h = 1_192§
Coiit total k = 27Irc(1—191§ + 2r)
k = f(r) = 216 ;we1! + 4 ;e r?
5- Résolution du modéle mathématique : f' (1) = -216 ZZcr? + 87Zcr
Point critique : f' (1) = 0 .". P = 2213—6 d’'oir3 r=3 (un seul point)
Etudiez de la deuxiéme dérivée:
RN (8) =A% e & 8 ST 3) >0
Silalongueur du rayon de la cellule est 3 m et sa hauteur est 108 _ 12 m. le cout est minimum

9
L) Essayez de résoudre
On veut peindre, a 1’aide d'une matiére isolante, 1" intérieure d'un réservoir sous la forme
d’une boite fermée de capacité 252 metres cube dont la base est un carrée. Si le cofit de la
base est S0L.E par métre carré , celu du couvercle est 20 L.E et celui de la surface latérale
est 30 L.E. Trouvez les dimensions de la boite pour que le coiit soit minimum.

Exemple . )
Application de la vie

@:} Un mur vertical de 2 m de hauteur se trouve a 2 m d’une maison. Déterminez 1’ échelle la

plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va du sol jusqu’a la facade de 1a maison.

©» Solution
1- Pour calculer I’ échelle la plus courte, on trace une figure selon " hypothése et les conditions
du probleme.
2- Détermination des variables inconnues:
en posant que la hauteur de 1’ échelle = L métre, le sommet de 1’ échelle s’ éloigne du sol de
y meétre et le bas de 1'échelle s’éloigne du mur de x métre.
3- Modélisation du probleme :

D’aprés le théoréme de Pythagore :
[2 = (x # 2P y2 (1)
D’apres le similitude : ¥ B 4
2 X L
S Ay T @) Y
Pour trouver 1'échelle la plus courte, il faut que & soit Am
minimum 2m X
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

4- Résolution du modéle mathématique en dérivant les relations (1) et (2) par rapport i x.

.-.di(zz):z(x+2)x1+2yd_y iy
X

dx = dx <2

.-.%(12) = 2(x + 2) + 2(2XX+4) <=2 (1 -2

X

Point critique : % (1% = zero . |2

X = -2 refusé ou x_83 = ] Signede—dd; ~ E
.. Quand x = 2, I% est la plus petite possible )

d'aprés I'étude de la derivée premiére de croissance et ¢ T~ 7
décroissance, on remarque que le signe de ddx @)

change de -a +

. quand x = 2; & la plus petite possible

En substituant en (2) = w =4

En substituant en (1)
A8 = (2 e () =132 S l=447
L’échelle 1a plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va du sol jusqu’a la facade de la

maison est 4 4 2 metres
El Essayez de réesoudre

i
@ Dans un repeére orthogonal, on trace AB qui passe par le point C(3 ; 2) et coupe les axes aux
points A et B. Démontrez que la plus petite aire du triangle AOB est égale a 12 unité d aire

ott O est le point d’origine.

0%“!5 Exemple ) )
Y Secteur circulaire

(4) Une plaque métallique sous la forme d’un secteur circulaire d’aire 16 cm? . Trouvez la longueur
du rayon du secteur pour que le périmeétre soit minimum puis trouvez la mesure de son angle.

¢» Solution
Soit la longueur de 1’arc du secteur / cm , la longueur de son rayon = r cm
.. Pénmeétre du sectenwr P= 21+ 1 1)
*.© Aire du secteur = %Ir =16 = g
&
En substituant en (1) FwP= 28 % 2)
dérivant la relation (2) par rapportar
2) par rapp : o R
dP_2_32 a2p 64
dr 2 de ;%3
E:O pour r=4det 2 > 0
dr dr2
.. Quand r = 4 le périmetre du secteur est minimum
_ 1.9 ) _lex2
.Alredusectem_2r9 B e T =
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2-4 Applications sur les valeurs maximales et minimales

ﬂ Essayez de resoudre
Si le périmetre d un secteur circulaire = 12 cm, trouvez la mesure de son angle pour que son
aire soit maximale.

Exercices 2 -4

@ Trouvez deux nombres dont la somme est 30 et le produit est maximale.

@ La somme des deux nombres entiers positifs est 5, trouvez ces deux nombres de fagon a ce
que la somme du cube du plus petit et le double du carré de I' autre soit minimale.

@ Si 1a somme d un nombre positif et son inverse est le plus petit possible, trouvez ce nombre.

@ Trouvez la plus grande aire d’ un terrain rectangulaire entouré par une cléture de longueur
120 metres.

@ Le pénimetre dun secteur circulaire est 30 cm et son aire estla plus grande possible. Trouvez
la longueur du rayon de son cercle.

@ Si la somme des longueurs des arétes d une boite rectangulaire de base carrée est 240 cm.
Trouvez ses dimensions pour que son volume soit maximum.

@ Si la longueur de 1'hypoténuse d'un triangle rectangle est égale a 10 cm. Trouvez les
longueurs des c6tés de 1'angle droit pour que son aire soit maximale.

Un champ ouvert bordé d'un c6té d’ une riviere droite. Sélectionnez comment mettre une cléture
autour des autres aspects de la piéce rectangulaire de le terre du champ pour capturer la plus
erande surface (aire) possible par 800 metres de cléture. Quelle est 1'air de ce terraine ?

@ On veut fabriquer des boites de boissons cylindriques fermées dont la capacité de chacune
d’elle est k unités de volume a 1’aide de la moindre matérielle. Trouvez le rapport entre la
hauteur de la boite (h) et la longueur du rayon de sa base(r)

@ Trouvez la plus grande aire d une cour sousla forme d’ un rectangle de périmetre 420 meétres.

@ Lalongueur de 1I’"hypoténuse d un triangle rectangle est égale a 30 cm. Trouvez les longueurs
des deux autres c6tés sila perpendiculaire abaissée du sommet del’ angle droita 1" hypoténuse
est la plus grande possible.

@ Un papier cartonné sous la forme d’ un rectangle de dimensions 15 cm ; 24 cm. On découpe
quatre carrés identiques de longueur de c6té x cm dans chacun de ses coins et on a construit
une boite sans couvercle avec le reste. Déterminez les dimensions de la boite pour que son
volume sol maximum.

@ Un réservoir de base carrée et de faces verticales qui peut étre rempli par une certaine quantité
d’eau. Démontrez que le coiit de peindre I'intérieur du réservoir par une matérielle isolante est
minimum si la longueur de sa hauteur est égale a 1a moitié de la longueur du c6té de sa base.
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Unité 2: Comportementd’unefonction et étude de lacourbe

@ Trouvez le point de la courbe d’ équation y = % x? - 4 le plus proche du point (0 ; 5).

@ Trouvez la distance la plus courte entre la droite x - 2y + 10 = 0 et la courbe y2 = 4x

@ ABC est un triangle ot a ' et b' sont constants. Trouvez la mesure de 1'angle compris entre

eux pour que 1’aire du triangle soit maximale.

@ L'intensité du courant I (en ampéres) dans un circuit de courant alternatif en un instant
quelconque t (en seconds) est donnée par la relation I = 2 cos t+ 2 sin t. Quelle est la valeur

maximale du courant dans ce circuit ?

Le volume d’'une ferme de bactéries placée dans un milieu nutritif se développe selon de

la relation : f(n) = 2000 + % ou t est le temps (en heures). Déterminez la valeur

maximale de la ferme.

@ ABCD est un carré de 8 cm de longueur du c6té, M € E telque BM=xcm et Ne 6

tel que CN = % x. Trouvez la valeur de x pour que I'aire du triangle AMN soit minimale.

@ AB estun diamétre d'un cercle de rayon R On trace deux tangentes au cercle en A et B. E
est un point sur le cercle, la tangente passant par E coupe les tangentes précédentes en D et
C respectivement.
Démontrez que la plus petite aire du trapéze ABCD est égale a 212 unité d’aire.
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Intégral finie et ses
applications

" Introduction de l'unité

" Objectifs de I'unité

£+ Connaitre I'intégral des fonctions
exponestiellsff(x)dx.

X
£ Connaitre quelques méthodes de calcul intégral,
comme substituions non trigonométrique, intégral
par partition J x e* d x

£ Connaitre I’ intégral finie (théoréme fondamentales
de ladifférentiation) et déduire ses propri€tés.

o S iwax=- S fxdx
o ol fodx=0

N i i i ix
v ol "[teo + 5] dx
e e

Avez-vous vu un artisan de paniers fait une de ses paniers? Le processus d'assemblage des tranches
paralléles cote a cote conduit de compléter le panier. Cela a aidé les scientifiques de découvrir les
méthodes générales d'estimation de la superficie de toute surface plane, en divisant cette région
en tres petites zones, puis par additionner les aires de ces petites zones, permettre d’ estimer I’ aire
de la surfaces démodé, ce qui a contribué a la découverte la science de l'intégral, qui sera noté
par [, qui est la premiere lettre du mois (Somme), qui signifie I’additionne. Dans cette unité on va
connaitre les différentes méthodes d’intégration infinie comme intégral par substituions et intégral
par partition pour trouver les primitives des fonctions continues puis reconnaitre 1'intégral finie a
travers le théoreme fondamentale de la différentiation et I'intégration qui relie entre I intégral finie et
infinie en utilisant I'intégral finie pour calculer les aires d’ une région plane et le volume d’un solide
de révolution , et connaitre quelques applications économiques de I'intégral finie et utilisation de la
modélisations pour résoudre quelques problemes mathématiques et quotidiennes.

A la fin de cette unité et apres avoir exécuté les activités, 1’éleve doit étre capable de:

b c
o af fwixt S f@dx=aS fxdx
o af' ) dx=2 J" f(x) d x ob f est une
fonction paire .

. —afaf (x) dx= 0 o f est une fonction im paire .
& Deéterminer l'aire de la région compris entre la
courbe d’une fonction et I'axe des abscisses.
# On utilise I'intégral finie pour résoudre des problémes
pour trouver le volume d’unsolide de révolution par
rapport a I'un des axes des coordonnées




g4 Vocabulaires de bas

Dérivée réciproque Intégral par partition Les aires dans le plan
Regle Volume de solides de

Intégral finie révolution

Intégral infinie

Différentiation

LAY £IN LAY LAY
LAY £IN LAY LAY

Intégral par substitution Théoréme fondamentale de la

(changement de variable) dérivation et intégration

Lecons de l'unité Arile nedaouivone =

Lecon (3-1) : Intégral des fonctions exponentielles et logarithmiques
o Calculatrice scientifique -

Legon (3-2) : Formes d'intégrations o )

L (33): Intéeral fini Logiciel de graphisme
econ (3-3) : Intégral finie
¢ = _ o L’internet.

Lecon (3-4) : Applications l'intégral finie

' Organigramme de l'unité

Intégration

([ mtégra i:;finie ) “ ( Intégr;l fie

- &omles d'lntégrations) >

!

|— Méthodes d'intégrations —|

ituti i Partition
Substitution (changement de variable) onclianaigibrique
|—> Fonction exponentielle <J

Fonction logarithme

B
i

il
-

) 4 h 4

Détermination de la ( Propriétés de Lintégralfnie
constante de lintégration

I—> Applications
|
- v '
Géométriques o Aires




Intégral des'fonctions

exponentlelles (]
Iogarlthmlq ues

G Allez apprendre |

<

FARN
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Intégrale des fonctions
exponentielles et
logarithmiques.
Application
géométriques.

Application physiques.

@Vocu bulaire de busl

-
~

LAY T S Y

Dérivée réciproque
(primitive)

intégral

intégral infini

constante arbitraire

GAicle pédugogique|

-
~
P
~

Calculatrice scientifique

Logiciel de graphisme
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L &
%% Découvrez P s h(x) = & + 5
D’apres 1'étude précédente
o . pnrmtl‘:edeln
du. calcul dlfﬁ:rfenflcllc, on fonction f F(x) = e+ ¢ [ ()]
sait que la dérivée de la cConstant dx "

fonction h par rapport a x ol
h(x)=¢e*+5 est h'(x)=¢*
S1 on nome la fonction h '(x)

4
Jf(x) dx

I— h'(x) = ¢*
par f(x), alors on peut trouver
par une opération réciproque fonction
une infinité de fonctions (F(x)

l

= f(x)
dérivée de la

+ c) dont la dénivée de chacune d’elle est f(x). Elles sont appelées une

famille des primitives de la fonction f dont 1I'une d’elle est h(x) o :

ol ¢ est une constante arbitraire

Jf(x)dx = Fx) + ¢
Découvrez la famille des primitives dans ce qui suit :

fx) = 5e3* , g(x) = 86x4 , g(x) = 1

X

Eﬁ Apprendre

Intégral infini de la fonction exponentielle

Si K est un nombre réel ou k # 0
alors: f efdx=¢€e*+c¢c

, f ek *dx = % e“X 1 ¢ ol ¢ est une constante arbitraire

a f e’x dx (b) f e & dy lc) f 8e?zdz
O Solutlon
@ fe=dx = % e’ + ¢
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

i 3 5 3
B eV ty=L P io=2c?¥
b fe dy = E et +ec=7e% +c Rappel 0

2
z — z _ 8 1 — z
(c) f8e22dz = 8 ¢? dz_ae2 +c=4e” + ¢ Jatx)ds=af fx) dx

ﬂ Essayez de résoudre

Trouvez ) _ _
@) freax b) [ 74z () J -6e0% dy d) .’.3',/7 ¢’ dn
@ Exemple
@ Trouvez chacun des intégrales suivants :
— - X _ Ix
@) f e 4 b) 22 i
2 7o
(o 2 Sqlutiﬁn .
@& =7JE+enx
=2 fedx + Serdx] Rappel 0
_ 1 x _ aX
” Lo e 189 = g(] dx
b f _3‘*"2'63" ax  =f3ax-Serax =Jf(x) dx + f g(x) dx

I
3 v
5
]
¢
S
+
o

ﬂ Essayez de resoudre

Trouvez :

@f= :f'x dx b) f (x2 + 2¢%) dx (e) S (x% + &%) dx

Remarquez que: Si f(x) est une fonction dérivable, alors:

f ef®ef' (x)dx =™ + ¢

") Exemple
@ (a) J sin x %% dx b S 4x e"2 “1dx
(o J Solution
‘@ On pose f(x) = cosx S (x)= -sinx
I sin x ecosx dx = - f gcosx (-sinx)dx =-e“%*+c
b On pose f(x) = x? + 1 2 P ) = 2%

[t r gy = o Fatapma g o gl .0
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ﬂ Essayez de resoudre

@ Trouvez chacun des intégrales suivants :
= .
a) f(cos x e81% 1 3x?) dx

) f(x - 3)e” 65 dx

Intégral infini de la fonction logarithmique

On sait que di(lnx)zi o x >0 | i(]11—::(): L oux<0
X b4 dX X
En général dLln xl = L ol x #0
X X
c-a-d la fonction In Ix| ot X # 0 est1’'une des primitives de la fonction 1
X
1 _ 2
Par conséquent : 1] - dx=Inlxl+c ot x # 0
Multiples d’une fonction
Trouvez chacun des intégrales suivants :
@) f2ax ®f &
X xIln3
©» Solution
i;}fldxzZIde:21n|xl+c ol x #0
X X
b\:’f 7 dx = Lfldx = _7 lnlxl + coit x#0
xln 3 In3 X In3
[) Essayez de résoudre
Trouvez :
~ r1n3 — 4 o~ p Inx?
@S2 ax ®J dx ©OF =
X 3xIn'5 xln x*
@ Exemple
@ Trouvez chacun des intégrales suivants :
P P — Ix -1 2
@ f(3x2 + 3)ax ®f (= + 2y ) f 2D 4y
X X e 3x
(o 4 Sqlution
@JSBx2+ 2)ax = I32dx + S S ax = 23 + Shalxl + ¢
X X
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2
'.,b_.-f(ze —i)dXZZedex—fodXZZelnlxl—Z_+c
[=]

X =] X =]

3x - 1)? 9x? - 6x +1
_c.fudx:dex:f(3x_2+L)dx
3x 3x 3x
2
=2 2+ fmid e oux #0

E Essayez de réesoudre
@ Trouvez chacun des intégrales suivants:

— 6xi-5 7 x2_4 3
{a) b (e 2R
af 2 " ax W ¢l (/= G)dx
Remarquez que: Sif est une fonction dérivable alors [ -1« ' (x) dx = In If(x)| + ¢
f(x) # 0, alors fG)

«*) Exemple

P, . .
(6 Trouvez chacun desintégrales suivants:

a f_ 2 4 b f_ 2 i .zc..ftgxdx
1+2x x2+3x-2
©» Solution 5 it
@ +2)=2.1J a5 = 5 OB g = 9 fog 1] + DRl 4
. 1+2x 1+ 2x e
B x24+3x -2 =2x+3
2 gk =lnlx® +3x - 2 + ¢
x“+3x-2

= sin X
c ftgxdx:f dx=-In| cos x| + c =In Isecx| + c
COS X

L] Essayez de résoudre
Trouvez chacun des intégrales suivants:

L | ' 2+2)d
a fcotgxdx bf : dx c fw

x:+2x ' x3+6x+1

) Exemple

;Z} Application géomeétrique . Si la pente de la tangente a4 une courbe a tout point (x ; y) de

3x+2
X

la courbe est égale a . Trouvez 1’équation de la courbe sachant qu’elle passe par le

point (e ; 3e+5)
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©» Solution

On pose que I’équation de la courbe est y = f(x) Equation de
*." La pente de la tangent en tout point = B o DR & l;c:;l:;e

dX * il déll-ive’e
.'.y:f% dXZI(3+%)dX Liutégrn] l
J.y = 3x+21lnx+c ol cestune constante arbitraire |

pente de la tang

"."La courbe passe par le point (¢ , 3e + 5), alors il vérifie son ente i la coubbe
équation c-a-d % =f'(»
3e + 5=3() +2Ine + ¢ mEss

Alors 1 équation de la courbeest: y = 3x + 2Inx + 3

I] Essayez de résoudre

La pente de la tangente a la courbe de la fonction f en tout point (x ; y) de la courbe est égale
1_ et f(e) = % . Trouvez f(2e)

X —e

P Exemple

. Le taux de variation de 1'aire A (en cm?) d’une plaque

métallique par rapport au temps t (en sec) est donné par la relation % =¢ 01t Sjlaire de
t

la plaque au début est 80 cm? , trouvez 1’aire de la plaque apres 10 sec.

©» Solution
Aire de la plaque A = f%dt P
t
A = -10e 01t + ¢
Quand t=0, A=280 £ ghe B0

Alors I aire de la plaque en un instant quelconque A = 90 - 10e -1t

Aprés 10 sec aprés  .".1"aire de la plaque = 90 - 10e ! cm?

[] Essayez de résoudre

Si le taux de variation des ventes d'une usine est inversement proportionnelle au temps (en
semaines). Siles ventes pendant deux semaines et quatre semaines respectivement sont 200
; 300 unités. Trouvez les ventes de 1" usine apres 8 semaines.
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Exercices 3 -1

Choisissez la bonne réponse parmi les proposées :

@& fi(x) = [e +eX, f0)=1, f(0)=0
(a) - (x) b f'(x) (c) f"(x)

, alors f(x) est égale a:
d)f'(x)

@ Sila pente de la tangente d'une courbe en tout point (x ; y) de la courbe est égale a 4e2*
f(O) 2, alors f(-2) est egale G -
a 4 b 44 \&) 2e4 d)2e

@ftg@d@ est égale a :

‘@’ -Inlcos Ol +¢

®f4x
__a_%ex +c blex +c \C ) 2e* +¢ d)4ex + ¢

b)-lncos6+c ¢ IlncosB+c d)[ln cos Ol +c

2 ; .
e* dxestégalea
5

Trouvez les intégrales suivants:

@fe“x dx
fel‘3x dx
@fe3"+2e2"+4 dx

e*
@f dx
4x -1
@J‘ sin X +cos X a%

Sin X - COS X

@f ! dx

(x1lnx)
2
@f 3% dx
-1
4 ax

x In 3x

(& J 3x? + 2¢dx
ONEL SR
@1 ax
GJ = ax

x2+1

cos X
.f 1+51nx
e S

(x:+ 1)2

O L

-5 +1

2
@f (1 + Inx) o
X

@f(% -eXdx
40) J 2¢% (5 + 12 d x
2e*

©f w18
@f seczx

tgx

@f sec X tg X d%

secx -1

@I g

X

@f 4e* + xelx d
xe*

Applications géomeétrigues : Si la pente de la tangente de la courbe de la fonction f en un

1
point (x , y) est égalea 2e 2™, f(0) = 1, trouvez f(3)
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%

Z  trouver la fonction

principale d 'une fonction

donnée.

FARN

trouver la différentiation

d’ une fonction

PR

calcule I'intégral par
substitution
¢ calcule I'intégral par

partition

(17 Vocubulaires de base

¢ Dérivée réciproque
Intégral infinie

=
-
=

Différentiation

GAicle pédugogique|

2 Calculatrice

scientifique - Logiciel

de graphisme

172

Introduction

D’aprés votre étude précédant, vous avez

étudié la dérivée réciproque ou 1'intégral

fepugerer?
e

/ﬂﬁn =2

infinie, qui est une opération réciproque de

X7

la dérivation. On dit que la fonction F est une

T

primitive de la fonction f dans 'intervalle [ si

- —d
Sl T

L ISR

:di F(x) = f (x) pour tous x € |
X

Quand on ajoute une constante a la fonction \3 -

“
réciproque F, elle sera représentée par une -3

\r\

valeurs différentes de c et les pentes de leur tangentes sont égales , pour

famille de courbes y = F (x) + ¢, qui ont des

cela elles sont paralléles comme montre la figure ci-contre. On appelle
les groupes des dérivées réciproques par 1'intégral infinie, qui sera noté
par : ff (x) dx, eton a:

Jfx)dx=F(x)+c

Propriétés de I'intégral infinie :

Soient f et g deux fonctions intégrables dans1’intervalle I, alors :
1- Jif®) + e @) 1dx=J fx) dx + o (x) dx

2- fk fx)dx=k ff (x) dx ol k est un nombre réel

Remarquez que :

fx“dx: i

+c¢ oun # -l c estune constante

n+1
Par exemple
J3x2+4x+5) dx=x}+2x2+5x +¢

= Pour calculer les primitives, on a besoin de savoir quelques formes
standard d’intégrations des quelques fonctions, mais par fois les
intégrations demondées sont différentes des formes standard, pour
ce la on doit connaitre d’autres méthodes d intégrations parmi les
quelles Intégral par substitution et Intégral par partition qui dépendu
de la différentiation.
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

ylk

Différentiation
Sif est une fonction dérivable tel que y =1 (x)

De la définition de la dérivée :

(x+Ax,y+Ay)
f"

AY _ lim f(x + Ax) - f(x)

d : ;
% ={'(x)= lmf_l\x_)o e g = E f'(x) Ax
coquand Ax — 50 , alors :g_ﬁ'(x) ( A E' =
ox : :
c-a-d.: % ~ {'(x) quand Ax ~0 , Ax#0 E i f(x)
. e DX .
ooy = THEIAX (En multipliant par Ax) o x el = =
 §
=
=8 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert qui contient x, A x désigne la
§ variationenxonn A x# 0, alors
1- Différentielle dey (estnoté dy) = f' (x) Ax
2- Différentielle de x (estnoté dx) = Ax

D’our :

dy = f'(x) d x c’est une fonction en deux variables

M alors : dy:

) Exemple

Différentielle d’une fonction

G . % ®) V- %ﬁr”
c V= 2 ot z et g sont des fonctions en x
©> Solution
B s dy = ' dx,y:;_(1 =1+ =1+ 1y
ndy = (x:11)2
) dV = Vdr S dV = 370 % 32 dr = 47 de

¢ dy = (zeg) dx
IO

= z+g dx+g -z dx dg=gdx

dy:ng+gdZ dz=z'dx
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ﬂ Essayez de resoudre

@ 1) Trouvez la différentielle dans ce qui suit :

aly=(Q2x+5) (b) 2x-3

Y=e
€/ y=—_ ol zet gsont des fonctions en x
g

Pensé critique: Si x% +x?=25 trouvez : dy en fonction de x ; y et dx

Primitives usuelles

[1 n'y a pas de méthode générale pour calculer les primitives de différentes fonctions comme
les méthodes pour calculer les dérivées des fonctions. Pour un grand nombre de fonctions,
on trouve une primitive par (lecture inverse) du tableau des dérivées, tous sa dépend de vos
connaissances des dérivations des quelques fonctions ; comme montre dans le tableau suivant :

Tableau des dérivées et des primitives de quelques fonctions usuelles

n+l
i(x"):m(“I nek Jxrdx=__ 1¢ nel- {1}
dx n+1
di(sinx):cosx ICOSXdX:SiIlX+C
X
di(cosx):-sinx fSiIleX:—COSX+C
X
d
d_(tgx):seczx,x# 2 7wone’ fseczxdx:tgx+c,x# 2 T . ne”Z
X
i(ex):ex fexdx:ex+c
dx
d
L (@=a*lna a >0,a#l |Jaxdx= a*+ ¢ a>0,a #1
dx na
d 1 1
— (D =— x>0 J_dx=Inlxl+c x #0
X X X

Intégral par substitution

| Choisis la substitution Z |

De plus importants méthodes pour trouver Y

I'intégral du produit de deux fonctions
a la forme : ff (g(x)) g (x)dx

Siz = g (x) est une fonction dérivable

alors dz=g'(x)d x

St emax=Jf@dz

etona:

2 Pour effectuer la primitive on suit le

diagramme ci-contre :

174

Calculer dz |
: ¥
Substitution et simplification
Peut-on calculez
la primitive
L]

calcul de l'integral

¥

Ecrir le résultat en fonction de
la variable i ’origine
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

) Exemple Intégral par substitution

(2)2) Trouvez

alf2ext-7 dx & [ =t
(x? +8x)
©» Solution
-j..a,.,' soit: 7 =2x% 7 c.dz=8x3dx
z dz
Soxt- 7 ax=gJ(2x-7 ) (83 dx )
:% f5da= ! 2%+ ¢
% 6
e
= 48 (2X —7) e
b soit z = x% + 8x
CS.dz=(2x+8)dx=2(x+4)dx
x+4 _Llp2xds g f 1l
=2+ 8x) T 2T R 8x)y _2f23 4z
:%fz‘z’dz: P
2 x-2
o +c
4(x* +8x)?
ﬂ Essayez de resoudre
@TrouvezZ
e - 2
@) J 3x x2+3)4 dx b)) J— _ ax
(% -4y

Exemple

Intégral par substitution

N
3) Trouvez

()l fx(x+4dx b)) fx2+5)dx1 dx

©» Solution
(a)soitz=x+4 »oweged odw =da
S xx+4)7dx = J7@-Hdz=J-477)dz (substitution)
= % 72 % 78 Lo (intégration)
- L 8Q2z-9+c (simplification)
=2 (x +4)8 (2x- 1) (substitution dez)
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b\ soit zZ=x-1 pour simplifier Pintégration .". x = z2+1 dx=2z dz

.r(x2 Sz -1dx= f[(z2 +1)2 +5] xzx2zdz (substitution)
= J[2* + 222 +6] x 222 dz

= 2."(26 +274+62%) dz (simplification)

=2 [% 7’ +% 22+ 22]+¢ (intégration)

= % 22 [5z%+14 22 +70] + ¢ (Factrurcommun)

= % (%o l)% [5(x-12+14(x-1)+70] +c  (substitution de z)
2

[J) Essayez de résoudre

@ 3) Trouvez les primitives suivantes:

(@) S x (2x 3)*dx b fx2hxr1dx

) Exemple . .
Intégral par substitution

Trouvez :
— s 2
la) f 1+4x dx (b) f 6x e* dx
X
©» Solution
ﬂ, goltiEa Lty E &R Bl g (F1)?
dx=2(z-1)dz
Ji1e/x ax =f [z x2@1d (substitution )
3 (z-1)?
1 3
= IZZZ dz=2 x % 2 + ¢ (intégration)
= % (YA +4XP +¢ (substitution dez)
bx soit z=x* 2edz = 2xdx
2
S 6x e dx —3fex (2xdx)
= 3f eZdz=3e?+c (substitution et intégration)
2
=3e* +¢ (substitution dez)
ﬂ Essayez de réesoudre
Trouvez :
i TN 2
CON =S )3 -x) et~ &
1-3x%?
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

@1 Example

Intégral par substitution
i
(5 ) Trouvez

) J ox dx ® S "* dx
3x%-1 X
©» Solution
a)soit z=3x2-1 dz=6xdx
J o2 ix =2 f iy = 3 IL dz (substitution)
3x2-1 6 3x2 -1 6™ g
= % Inlzl+c = % In3x%-1l+c¢ (substitution et intégration)
b soit z =In x codz=Ldx
X
— 1
S o x dx - J{ mnx (l dx) = J7az (substitution)
X X
3
= % 2t +c
3
= %[ln x)]* +c (substitution et intégration)

E Essayez de résoudre

@ Trouvez :

:'a-___ f e—2x dx b I; dx
e +3 x(In x)?

Pensé critique : En utilisant I'intégration par substituions démontrez les régles de primitives

suivantes:
1- Jf@Pr () dx = [f("_f"l_lm o1 Hik <1
2- f%d(x):mﬁ(ch o £ (x)2 0

Intégral par partition
Siy et z sont deux fonctions en x et dérivables, alors :

d dz dy
i Fo) = A R
=¥ 2= ¥

par intégration les deux membres par rapport a x Rappel 0

d dz dy
f&(yz)dx fyadx+fz&dx g = BE

X

~fydz+ S zd
ye y &z 8 dyzj_ydx
X

D’oil:fydz yz—fzdy
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L’équation précédente est appelée la régle d’intégration par .
partition, et utilisée pour trouver l'intégral du produit de
deux fonctions I'une n’est pas la dérivée de I'autre, par le
choix convenable de deux fonctions y et z de tel sorte que
I'intégral du c6té gauche est plus facile que le c6té droit. On
suit le diagramme ci-contre , comme montrent les exemples

suivantes:

) Exemple

Trouvez :
a Jx exdx

©» Solution

{a ' Pour trouver Jxexdx

Soient: y=x ,

. Intégral par partition

o dy=dX

fydz:yz—fzdy

/b, Jxtexdx

dz=e*dx

z:..re"dr:(:eX

fxexdx :xex—fexdx:xex—ex+c: e*x-1)+c

Remarque importante : quand on ajoute la constante a la fonction g ne change pas le

résultat (démontrez)

(b Pour trouver Jxtexdx:

Soient : y = x?

dy=2xdx

fxzexdx

dz=e®*dx

z:fe"d::(:eX

:xzex—f2xexdx

:xzex—foexdx

fxexdx —e*(x-1)+c dea

[

k

= Xzex—z ex(x—l)

ﬂ Essayez de réesoudre

@ Trouvez :
—
\a)/ f x e ®dx

Remarque que :

Le choix de y et dz, dépendent de :

1- dy plus simple

178

que y
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

) Exemple

Intégral par partition

@Trouvez
ﬂ Jinxdx (b)) fxIn xdx
&Sq_lution
.a) Soient : y=In x dz=dx
dy:%dx ‘L z=J dx=x
Jin x dx :XIHX—J’XX%dX

=xlnx-x+c=x((nx-1)+c

b) Soient : y =—Inx dz=xdx
L e fxdxz%x2

dy=1ldx
X
fxlnxdx :llenx—fixzxidx
2 2 X
_ 1.2 R I} o Lo 5 ol
_lenx = +c_2x(lnx 2)+c
ﬂ Essayez de résoudre
@Trouvez:
@) fmx+1)dx ®) flax + y¥)dx
~) Exemple i i
Intégral par partition
iﬁ:’* Trouvez :
@J 2 4x @[ =_ ix
T x+ 1) ¥ 2x

©» Solution

( _ﬂ. Remarquez que (x + 1) % plus facile  intégré

Soit y=x¢* dz=(x+1)2dx
dy=(xe*+e%)dx > Z= 4

x+1

X X -1
_re —-_x° —f xe*(x+1) dx
(x+1) x+1 x +1
xeX
=2 fe"dx
x+1
_ x+ X +
_ xeite (x+1) fo= ex ‘e
x+1 x+1
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\bJSoient y = d4x \ dz=(2x+1)3 dx
2
3 3
dy=44d % _ e . 5
¥ X z 5 2x+1)

2 2
J—=  ax  =3x0x 1) —f%(2x+1)3 S A TR

¥ 2x+l
Saxexel) 225 k)
=3x%.(2% +1) 3 2x+1)" +c¢
2
=2 2x+1) [10x 3 2x + D] +c
3 2

(2x +1)® (dx -7) +c

10
ﬂ Essayez de résoudre

Trouvez :

() [3x+5
(a) JZ22 4x b)J X _ax
el 1 42x+3
itigue : Pouvez vous trouvez J =2 dx par substituions ? Expliquez
%} 2x+1

Quelques applications sur l'intégral infinie
S1 on sait que la fonction g détermine la pente de la tangente ( ou fonction de bénéfice ou taux

de variation d une fonction) en un point de la courbe de la fonction f, alors on peut connaitre la

fonction F par I'intégration infinie de la fonction g, tel que : | f(x) = il g(x)dx

Remarque que cette primitive ne donne pas une seule fonction parce qu’il contient la constante

¢ qu'on peut la déterminer des informations données.

“) Exemple . .
o = Equation de la courbe d’une fonction

Silapente delatangente delacourbe delafonctionfenunpoint(x;y) decette courbe est donnée

X

parlarelation g (x)= %, trouvezl équationdela courbe sachantqu’ elle passe parlepoint
X
(1;2e€).
©» Solution
Soit I’équation de la courbe est y = f(x) S = J g(x)dx
. _ xe*® .. e 2
.f(:a()_fW dx = = +c [de I'exemple 8 (a) ]

* la courbe passe par le point ( 1 ; 2e ), alorsil vérifie I’ équation

s, By @ aep
(1+1)

ex

Je 3
T e —— = + =
c 7 et f(x) 5 ©

x+1
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

ﬂ Essayez de resoudre
@ Trouvez 1’équation de la courbe passant par le point (0 ;1) et dont la pente de la tangente en
un point (x ;y) de la courbe est égalea x 4 x2+1

Exercices 3 -2
Choisissez la bonne réponse parmi les réeponses proposeées
@ Jx (x% +3)° est égale a

a %(x2+3)6+c ib."%(xz+3)6+c (e %(X2+3)4+c '_d.%(x2+3)4+c

@Si f(2x+3)lnxdx:yz—fzdy,alorsyzestéqala

(a) 2xInx b) (2x +3)Inx el dExBlmx  (dx(x+3)nx
@Si f(2x—l)ezx'3 dx:yz—fz dy, alors J 7 dy estégal a

(a) e 2x+3 4+ ¢ .b‘%ezx-erc (c)_e2x+3 ;¢ d _%62x—3+c

En utilisant la substitution convenable trouvez les primitives suivantes :

@ Jx x-2dx G)Jx2(x-2P dx (o) Jx3 (x2- 1) dx

@fx Vx+4 dx f(x2—1)4X+1 dx @fxs(x2+3)4dx
@fﬁdx @ijldx @fx;_ll dx
@f 2i_ldx @fxe'xzdx @f%dx
46) Jin 5x &= @ Janxp & L«

X X xinx

En utilisant la partition convenable trouvez les primitives suivantes :

@f4xe2"dx @fx3ex2dx @f:zxdx

@fx3lnxdx @f]nxzdx @f(lnx)zdx
d X

@flnxx_f @f(erl)zez dx @fx(lnx)zdx

Répondez aux questions suivantes :

Trouvez 1’ équation de la courbe passant par le point A (2 ; 3) et dontla pente de la normale
en un point (x ; y) de la courbe est 3 —x.

@ Si la pente de la tangente a une courbe en un point (x ; y) de cette courbe est xm ,
trouvez 1’ équation de la courbe sachant qu’elle passe par le point (0 ; % )

d’y

dx?

@ Déterminez 1'équation de la cowrbe y = £ (x) si =ax+bota etbsont deux constants

et le point (0 ; 2) est un point d'inflexion et le point (1 ; 0) est un point minimum relatif ala
courbe. Puis trouvez le point maximum relatif a cette courbe
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@ Allez apprendre | @ Réfléchissez et discutez

¢ Leconceptde I'intégral | Siy = f(x), et la pente de la tangente en un point de la courbe de la
finie fonction est :

PN

Utilisation du théoréme
fondamental de la dy
différentielle et de dx

I'intégration pour trouver

=fx)= 2%+3

I intégral finie. Pouvez-vous trouver une valeur exacte de f(3) ; f(5) ; f(5) - f(3) ? Expliquez
Propriétés de I'intégral | VOU€ réponse.

finie

PR

Remarquez que
@Vocubuluire de bas| 1 d’aprésla définition de I'intégral infinie:

¢ Intégral finie
y=Jf (x) dx= fx)+c

ot c est une constante sa valeur ne dépend pas de x, on doit la
garder dans I' intégration pour qu'il contient tous les fonctions dont
le taux de variation est f(x), donc 1'intégral infinie ne donne pas une
valeur exacte de la variable x .

2 Silavaleur de l'intégral en x =aest f(a)+c
etsavaleuren x = bestf(b) +c¢c

.". La différence entre les valeurs de I'intégral en x =aetx=b

est égale a f(b) —f(a),qui donne une valeur exacte (pour n’importe

@Aicle pédugogique|

que valeur de c) et sera noté par afb f'(x) dx tel que :

Calculatrice scientifique

LN FIN

Logiciel de graphisme

S () dx = f(b)-f(a)

Cette reégle est appelée Intégral fime.
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

=

i"%ﬁ Apprendr

Théoreme fondamental de l'intégration

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a ; b] et F une primitive

quelconque def sur[a; b]On a :

S i) dx=F () -F(a)

Remarque:

1 afb f(x) d x est appelée Intégral finie, et se lit (intégral f(x) dx de a a b ) ¢’est un nombre
réel qui dépend de :
{ _a' / Les deux nombres a et b respectivement
b Laregledef

La vanable x étant une variable muette, on a donc:
b b b
S iwax= T fyyay=J f(dz...
2 Nous écrirons la différence : f(b) - f(a) sous la forme suivante [f(x)]z ou f(x)I Z

3 On peut obtenir I'intégral finie par calculer la primitive sans mettre la constante ¢ puis on
remplace la variable par les deux termes de ' intégral.

4 On applique toutes les régles des primitives et le tableau des primitives usuelles quand on
calcule I'intégral finie d'une fonction continue. Si f et g sont deux fonctions continues sur
I'intervalle [a, b]

Alors: N N .
y T +rg@ldx= S fx)dx+ f gx)dx

v S xfmdx=k J fxdx oikeR

) Exemple

Calcul la valeur d’une intégral finie

"fiﬁ\ Trouvez I’ intégral finie de la fonction f de x = -2 A x = 4 tel que f(x)=3x%-2
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©» Solution

La fonction f est un polynéme continue dans R

foo P e ax = -l

=[(4) - 2] - [(-2)° - (-4)]
=64-8+8-4=60€R

ﬂ Essayez de réesoudre

@ Trouvez la valeur dans ce qui suit :

2 ~— 5 3 — i
(@) J (2x+3)dx ® S = dn ) 4170506

Si la fonction est continue sur I'intervalle [a;b] alors elle est intégrable sur cette intervalle.

Pans crif

Quelle est la différence entre I'intégral finie et I’ intégral infinie ? Expliquez ?

Propriétés de l'intégral finie

Sif est une fonction continue sur 1I'intervalle [a, b], c € ] a, b [, alors:
b

1. Sixdx =- S fx)dx

2 Jixdx =0

3. [imdx = Siwdx+ S fx) dx

@ Exe:ple Calcule la valeur d’une Intégral

3 3 5
@ S1if est une fonction continue sur R et f flx)dx=6, sf f(x) = -14, Trouvez lf fx)dx
©» Solution

f est une fonction continue sur R et x = 3 partage I'intervalle [1, 5]

o L dx = T iwax+ I fx) dx Propriété (3)
= 1f3 f(x) d x - 5f3 f(x) dx Propriété (1)
= 6-(-14)=20

ﬂ Essayez de resoudre

-1
@ Sif est une fonction continue sur Ret fd Ix) d =255, 2f f(x) dx =-15, Tronivez:
2.rdf(x) dx
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

v

Exemple : o
P! calcule la valeur d’une Intégral finie

oo 5

(3) Trouvez of Ix -3ldx
Soluti

-Rasian ' (x-3) 8% < 3

D’apres la définition de la fonction valeur absolu on a Ix - 3| =

f estcontinueen x =3 ;
L x-3 six>3

; V& LJ\L
0f5|x-3|dx :[}f |X—3|r:lX+3f5|X'3|dX ‘S (E{x)=|x-tr\\

s = E—

S 6-0dxe, S x-3)dx

=Bx -2+ [ 2 -3x 1, ‘- -
1 2 3 4 35 6
=(9-2+(2.15-2,9=1 :
2 2 2 2 Remarquez que l'aire de la
partie colorée est gale a %
[ Essayez de résoudre unités carrées
@ Trouvez :
— 2 = 3
(a) S ix+1dx ®) S ix2-4ax

@f Exemple

Calcule la valeur d’une Intégral finie par substituions

P 3
(4) Trouvez [}f x4 x2+3 dx
©» Solution

On peut obtenir 1'intégral finie par calculer la primitive sans mettre la constante ¢ puis on
remplace la variable par les deux termes de I'intégral :

Premiérement:
pour trouver Jxd =2+3 dx on pose z = x* +3 c.dz=2xdx
o Txd 23 dx= %IJ xX+3  (2x dx):%fﬁdz (substitution)
1 3
= %f 72 dz = % P % 7l + ¢ (integration)
= %4 =2 +3) +c (substitution par z)
Deuxiément:

S s ax :[%J(xhsﬁ]s
%[J(12)3—J(3)3] =743
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ﬂ Essayez de resoudre

@ Trouvez :
— 2
Ofsx 25-x% dx kb,)-_fx:" o
Remarquez que

1. 1) On peut résoudre 1" exemple 4 directement par trouver les valeurs de z correspondants

aux valeurs de termes de 'intégral (x=0, x=3)

S1 x=0 Siz=3 Six=3 z=12
3 1 3
Gfx x2+3 dx :% f 24 32123[2
=3 Wy -Yar =3
2. Dans la partie Essayez de résoudre 4b: f(x)=x3 4 x*+3 une fonction impaire
Dans la partie Essayez de résoudre 3b: f(x) = x? - 4 une fonction paire

Les fonctions paires et impaires ont les propriétés suivantes dans I'intégral finie:

1. Silafonction est continue et impaire sur I'intervalle [-a , a], alors:
_aja f(x) d x = zero
2-  Silafonction est continue et paire sur I'intervalle [-a, a], alors :

Jtwax=2 S dx

En utilisant les propiétés précédantes, vérifiez vos réponses dans la partie Essayez de résoudre 3,4

@ Exe mple ) g i : : z
— Intégral finie des fonctions impaires et paires

@ Trouvez :

@ ,f ’ ’i—ff ix (b) ) ' -1y dx
& Solution
_____ la fonction est continue sur R
o f(x) = (’(‘i)fi(l") - -%: - f(x)
. festimpaire eton a : fz o zéro
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

b f estune fonction polynéme continue sur R
By = E%)R [ =52 -] =T%)
.. festpaireetona: _3f3 x:-1dx =2 0f3 (x2-1)dx
=2[3 - x]% = 2x6=12
[] Essayez de résoudre
@ Trouvez

3 -
a) 3f T _dx b Efﬂ (4+7 cos 2x) d x
E 1+x? E

5
1 Sif estune fonction impaire et continue sur 'intervalle [-3 , 5], 3I f(x)dx =9 ? quelle

5
est la valeur de , f flx)dx

2 Sif est une fonction paire et continue sur 1'intervalle [-4, 4] _4f4 fx)dx=20et
2 2
uf f(x) dx =6 , quelle est la valeur de _4f flx)dx ?

Exercices 3-3

Choisissez la bonne réponse parmi les réeponses proposeées

3 5 5
@ si S fdx=12, S fx)d x =16, alors , S f(x) d x est égale a:
(a) -28 b) 4 (e)4 (d) 28

2
(2) Sif(x)=Ixl, alors ,J f(x) d x est égale a:
-:._ﬂ._ -1 (b) zero (e)> d 4
Trouvez la valeur dans ce qui suit :

O BT @ F 3x2-2) ax ®0f(2x+1)%dx
@4.,'0 C:;tt ®0f2 x(x?-3)?dx sz X2y =+l dx
@ S x-1dx {0 S x x+ 47 dx W x L =1 dx

¥/4
@0f12sinﬁz dz @Oﬁtgzseczzdz @OIS(ZX—TeX)dX
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3 - 3 Intégral finie

Répondez a ce qui suit :
@ S1 l."Sf(x) dx=10¢et lfs g(x)d x = -2, calculez la valeur de
@ Lrw+eldx ® Srm-swidx @ S 3smdx

@ S1f est une fonction continue sur 1'intervalle [-4 |, 4] et 0."4 fx)dx=3.

calculez la valeur de
@) S+ 21dx ) J'fx)dx festimpaire
@ ’ 4fd f(x) d x, f est paire
2 quand x < 2
17 sifex) = trouvez ,J* f(x) d x

x quand x > 2
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1. Calculez l'aire de la région colorée dans les figures suivantes

géomeétriquement.
Y y
5 u—‘\t 51K = %—x+-2
C_fo=3 ~ 2
q “‘*—\g-'-" q \
] > 3 L
2 —l’/
1 | |
12 3 4 s5x[[ J 133 4%x| }12355 6x
Figure (1) Figure (2) Figure (3)

2. pour chaque figure calculez afb f(x) d x on f(x) est ]’équation de
la courbe et les droites x =a, x = b déterminent la région colorée.

3. Comparez I'aire de chaque figure et la valeur de I'intégral ; que
peut-on déduire ?

I'aire de la région limitée par la courbe de la fonction f

et I'axe des abscisses sur l'intervalle [a, b]

T Juey, S1 la fonction f est continue sur 1'intervalle [a, b] et
f (x) = 0 dans cet intervalle. A est 1’aire de la région limitée
par la courbe de la fonction f et 1’axe des abscisses et les
droites X=a et x=0>, alors;

A= S fx)dx

) Exemple
= L’'aire desous la courbe

@ La figure ci-contre montre la courbe

o

wn

représentative de la fonction f ou

f(x) = 1 + 4x - x2 calculer I’ aire de

NOW N
e
—

la région limitée par la courbe de la

fonction f et ’axe des abscisses et '}0

lesdroitesx=1,x=4 -t _l!r

F 3

o
e
L]

[
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p_f(x) =1 +4x - x2

i

[

71N

( Allez apprendre Q

Connaitre 1’aire
comme intégral finie
Calculer I'aire limitée
par la courbe d” une
fonction et I'axe

des abscisses sur un
itervalle fermé
Calculer l'aire de la
région comprise entre

les courbes sécantes

Unité carrée
Axe de révolution

Solide de révolution

{ Aide pédagogique %

~

-

Calculatrice scientifique
Logiciel de graphisme
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©» Solution
f est continue sur 'intervalle [1, 4] et f(x) > 0 pour tout x € [1, 4]

~A= ) dx = v axoxd) dx
- 2 1 374 - 64 1
—[X+2X _?X]l —[4+32—T]—[1+2—?]
:36—%—3+%:12unitéd'aire

k] Essayez de résoudre

@ Calculez I'aire de la région limitée par la courbe de la fonction f et I’axe des abscisses et les

droites x=-1letx=2ou f(x)=3x%+1

) Exemple

— L’aire au dessus I’axe des abscisses et la courbe d’une fonction

@ Calculez 1"aire de la région limitée par la courbe de la fonction f: f(x) = 7 2x+2 etla

droite x =3 au dessus! axe des abscisses .

©» Solution
On calcule les zéros de la fonction en mettant f(x) = 0 . 5 o0
" ryseal N ionoff - 0 #
S.7 2x+2 =0 donc .:x=-1 sign 0 00 < 0 f00 > 0
3
~.T'aire demandé A = S f(x) dx
3 L 4
_ 3 _ 3 3
= S e =122 P,
4 4
=218 -0]=2 (2%’ = 6 unité carrée
E] Essayez de résoudre
4
@ Calculez I'aire de la région limitée par la courbe de la fonction f: f(x) = = jl et la droite
x = 4 et situeé au dessus de 1'axe des abscisses.
Exemple
__p I’aire limitée par la courbe de la Y‘,‘“/J_\L
fonction f et I’axe des abscisses " \l‘f%
(3) Si f:]-», 3] > Rouf(x) = x3 - 4x. Calculez I'aire de I/A
la région limitée par la courbe de la fonction et située aun f =
dessus 1’ axe des abscisses. h D 1‘3\ 13 X

o I

&

el N
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Unité 3: Intégral finie et ses applications

©» Solution

On calcule les points d'intersections de la courbe avec I’ axe des abscisses ( les zéros de la

fonction)

fx)=x>-4x=x(x?-4) =x(x-2)(x+2)

A

Quand f(x)=10 LX=0o0rx=20rx=-2

D’apres1’etude du signe de la fonction on a

f(x) = 0 sur I'intervalle [-2; 0] sur I'intervalle [2, 3]
. 3
. laire demandé A=A +A, = _21-0 (x3 +4x) dx + 2f (x3 - 4x) dx
x*-2x2]°, + [2x*-22°P,

_1
s
=(0-(-4)) +(% - 18- (-4))

= 121 (5pit6 carrée

4
Remarque importante
Pour déterminer 1’ aire comprise entre la courbe de la fonction A Y 4
4
et]’axe de abscisses etles droitesx = -2 ; x = 1, comme montre 5
la figure ci-contre . /
A

On trouve que:
f(x) >0quand x € [-2,0 ], f(x) < 0 quand x € [0, 1]

Hy

WEE:
\1/

’i

[ )
L™
—
d o a4

;.

I'aire demandée A =A, +A, /
0 ; h"“"--..._
=L I a0 dx 1 1@ 4x) dx § i
M =Xy 4
1

_ 4 210 1 4 271
=[=x —2x]_2+|1x - 2x°T%,

4
- 1_9y.0(= -y = 2 gnité :
_4+|(4 2)-01=4+]I 4| 4u:mtec:».u‘ree.
] Essayez de résoudre

@ Calculez 1’aire de la région limitée par la courbe de la fonction y =3 + 2x - x% et I’axe des
abscisses.

Pensé critique.
Calculez 1'aire de la région limitée par la courbe de la fonction y = 3 + 2x - x2 et les droites
x=-1,x=4ety=0
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) Exemple - . ;
- Application Architecture des aires

UnArchitectadésignerlarentrée d’ une hétel alaforme d un arcd’équation y =- % x-D(x-7)
oll X mesuré en metre, cette entrée a ét€ couverte par de glaces dont le meétre carré cotite
1500 L.E. Quel est le coiite des glaces?

©» Solution
Modélisation du probléme :
Le cotit de glaces = 1" aire des glaces en metre carré x le prix d’ un meétre carré

Soit le prix total = P L.E., A=/aire de glaces en meétre carré

P=1500 x A @

Calcul Paire des glaces :

Soit le plan horizontale 1’axe des abscisses ; dont

I’équation y = 0 1'équation de l'arc de la rentrée

y = f(x) tel que :

—‘rou..-hm"d

fx)=-2 (x-1)(x-7)

A
jy
B
L
L
-
L

}

c.S1f(x)=0alors :x=1 ou x=7
alors f(x) > 0 pour tout x € [1, 7]
7 7
Lare A= J - lx-Dx-7Ndx= S (1x?+4x-T)dx
_r.1 7.7 _ 49 ; 5y _
—[—Ex3+2x2—5x]71—?—(—3)—18 6)) de(D), Q)
S k=1500 %18 = 27000

c-a-d: le coiit de couvrir Pentrée de I'hétel par de glaces est 27000 L.E

[J) Essayez de résoudre

@ Sile cofit de couvrir d’ un métre carré des couloirs de I'hétel par de granite est 400 L.E. S1 on
a couvrest 5 couloirs de méme aire par de granite, chacun limité par la courbe de la fonction

f et les droites d’ équations x = O et y = 0 ott f(x)=12 - % x?, Calculez le prix de couvrir

les 5 couloirs.
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2-Volumes de solides de révolution

Reflichissez et discutez

Avez-vous vu Alfoackher maker, qui transforme le terreau
en Antiquités et ustensiles de cuisine en mélangeant 1'argile
Aswani avec de l'eaun et le coupé et placé autour de 1'axe
spins, etle faconner avec ses doigts et ses Aides pour produire
des corps avec des formes attrayantes. Etant donné que ces
objets sont appelés?

» On Congu les bouteilles en plastique pour remplir

de l'eau gazeuse, les jus et de I'huile en différentes
volumes et capacités. Comment vous pouvez calculer ses
volumes et ses capacités quand on les congut?

Solide de révolution

Le Solide de révolution engendré par la rotation d une
région plane une tour compléte autour d’'une droite fixe du
plan qui est appelée «axe de révolution».

Les figures suivantes montrent quelques exemples des

solides de révolutions obtenu parl aire A quand il fait une
tour compléte autour la droite L

2 A] 2 A Q m Volume de révolution

-

Céne droit Cylindre droit Sphére
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dré par la rotation d’une région plane autour d’un axe .

Sif est une fonction continue sur 1'intervalle [a , b] , f(x) = 0 pour tout x € [a, b], alors
le volume de solide engendré par la rotation d’ une région limité par la courbe y = f(x)
et 1’axe des abscisses et les droites X = a et x = b , une tour compléte autour de 1’'axe des
abscisses est : V= 7T afb [f(x)]* dx

Définition

Exe mple

Rotation autour de I’axe des abscisses

Calculez le volume de solide engendré par la rotation

d’une région limité parla courbe fetl axe des abscisses / ,
etles droites X =-1 et X = 1, une tour complete autour de @
I’axe des abscisses, tel que f(x) =x?+ 1 = T

©» Solution : v

La fonction f est un polynéme continue sur I'intervalle
[-1, 1], f(x) = 0 pour tout x € [a, b]
Soit le volume obtenu de la rotation =V

1
~V=n J x2r1rdx
1
= J x*+2x211)dx

s 1.5 2.3 1 _ 56 sz
= s o + SRl
T [5 X 3 X X] 1 15 7T unité cube

ﬂ Essayez de resoudre

@ Calculez le volume de solide engendré par la rotation d’une région limitée par la courbe
f et 'axe des abscisses et les droites x = 0 et x = 3, une tour compléte autour de 1'axe des
abscisses, tel que f(x) = x. Quel estle nom du solide engendré ? Expliquez comment vérifier
de votre réponse.

) Exemple o
- applications des volumes

@ En utilisant 1'intégral, démontrez que le volume du céne droit est égale a % > hoirla
longueur de rayon de la base, h sa hauteur.
©» solution :

Le cone droit est engendré par la rotation
d’un triangle rectangle de tel sorte que 1'un

f
Y

de deux c6tés de I'angle droit est situé sur
I’axe des abscisses autour de 1'axe des
abscisses une tour compléte.
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On trouve la relation entre x et y = f(x)

tg 6= L (1) y=xtg 0=f(x)

over L dx=7  f x2g? 0 dx

= [L# 2261, = Lo

de(Dtgf= L = =
X h
1'2
Stan? 0=
]12
2
Substituant en (2) i = % % x h3 = j;_rrzh

[ Essayez de résoudre
Rappelle 0

@ En utilisant 'intégral , démontrez que:
L'équation du cercle

a /) Volume de la sphere = L r du ceutre (0 : 0) et de
(1 estla longueur du rayon de la sphére) rayon (r) is:
x4yl=p?

b..- volume d'un cylindre circulaire droit = 77 r* h
( r estlalongueur du rayon de sa basse et h sa hauteur)

) Exemple

Rotation autour de I’axe des abscisses

(:3;; Trouvez le volume du solide engendré par la rotution de la région limitée par la courbe
2 2

? X X El g ey -
d’ équation —+ y_z =1 etl’axe desabscisses, olia et b sont deux constants une tour compléte
a b
autour de I’axe des abscisses.

©» Solution :

*." Larotation autour de 1’axe des abscisses royt=h? (] < X_z)
a

Bornes de Pintégral :
y=0 HXf=1a c-a-d x=-a,x=a

2 2
Vieft (P2l B, 200 - 2 i (pourquoi ?)
a a

_ x3 . 1
_2ﬁb2[x—?]0_27rb2[a—§a]

a
= % Tbra unité cubique .
E Essayez de réesoudre

@ Trouvez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbe

d’ équation y = 2x - x* et 1’axe des abscisses, une tour compléte autour de 1’ axe des abscisses.
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Ecrivez I'intégral finie qui exprime I’aire de la partie colorée dans ce qui suit, puis calculez

sa valeur.
QL L FLELL OIMEE N
( = 14 %—X? ("-— _;3,
T T \ 11/
1 1 /
. Oy 1 2 3 4 3 2| 1{0¢ 1 2 c
@ Y &
@ 1]
__sz.

- N W
o]
- N W &

f 3
Y

Y

Ol 1 2 3 4 K “—5

Y

Choisissez la bonne réponse parmi les réponses proposées.
@ L aire de la surface limitée par les droitesy =x,x=2 et y=0:estégalea:

@ ®1 OF; (d) 4
@L’aire de la surface limitée par la courbe de la fonction y = x

y=0etx =2 est égale a

3 et les droites

T, -

(a)s op ©2 (d) ]

@ Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbes y = 24/ x |
y =0 etx = 1 au cour d 'une révolution autour de I’axe des abscisses est égale a.

OF" )0 ©x Y
; ; : {0 1
Le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par la courbes y = —

X
etlesdroites; y =1 ety =2 au cour d' une révolution autour de I'axe des ordonné est égale a.

@ £ (b) & o @2z
a) X ) Z
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Dans ce qui suit, calculez I’aire de la région comprise entre :
@ La courbe y = 5 - x2 , I’axe des abscisses et les droites x=-2etx =1
@Lesdroites:x+2y:9,x: L. %= 3 sty
@Lacourbey: m et les droites x =0, x=5 et y=0
@ La courbe y = 3 - 2x - x? et] axe des abscisses
@ La courbe y = izetlesdroites x=1 x=dety=0
x

@ La courbe de la fonction f: f(x) = (3 -x) (x - 1)? et les deux axes ot f(x) > 0

@ La courbe de la fonction f: f(x)=(x - 1) (x-2) (x - 3) et les droites x =4 ety =0 on
f(x) >0

Calculez le volume du solide engendré par la rotation de la région limitée par
les courbes et les droites données au cour d’une révolution autour de I’axe des
abscisses dans ce qui suit :

@y:x,x:3,y:0 @y:3—x,x:0,y:0
@ =L ox=Lxmdy=o By 1= 2,524,520
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